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������� � �������� �� ������������ �� ��������� ���������� �� ��� ��� ������� ��

����������� ������� � ���������� �� ��� ����������� ���� � ������ ���������� ��

�����������

�� �������� ������� ����������� ������� �� ��� ���������� ����� �� �� �����

����� ������ ��� ������ �� � �������� �� � ������ ����� ���� � ����� ����� ���

V �� � ����������������� ������ ����� ���� ��� ����� ���� Fq ���� q ��������

����� q �� � ����� ����� ��� ������� W ��� �W ��� ��������� �� V � ��� ������

��������������� T : W → V ��� �T : �W → V ��� ���� �� �� ������� �� ����� ������

� ������ ����������� S : V → V ���� ���� ��� ��������� ������� ���������

W V

�W V

T

SW S�
�T

.

�� ����� ������ �� ���� ���� S ◦T = �T ◦SW ����� SW ������� ��� ����������� ��

S ��W � ����� � ������ ��� T ������ �� � ��������W �� V � ��������� ��������

�� �� � ������� ������ ���� �� ������� ��� ���������� ���������� ��� T � �� ����

���� �� �������� ������� ��� ��� ������ �� ������ ���� ���� ��� ������� �� T � ���

���� ����� T �� � ������ �������� �� V ���� ���� W = V � �� ������������ ��� ��
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��� ��� ����� ������� �� (6, 3, 2)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��� ������ ������ �� ��� ��������� (6, 4, 3, 2)� � � � � � � � � � � � ��

��� ��� ��������� ϕ(µ) = (4, 2, 1, 1) ������������� �� µ = (8, 7, 6, 5)� � ��

��� ��� ����� �������� �� (4, 3, 1, 1)� (3, 3, 2, 1) ��� (3, 3, 1, 1, 1)� � � ��

��� ��� ����� �������� �� (4, 3, 1, 1)� (3, 2, 2, 2)� (3, 2, 2, 1, 1) ��� (3, 2, 1, 1, 1, 1)� ��

��� ��� ����� ������� �� Πn ��� n = 7� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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�� ������ �� Fq ��� ����� ���� ���� q �������� ����� q �� � ����� ������ ���

Fq[x] ������ ��� ���� �� ����������� ���� Fq �� ��� ������������� x� ����������

���� ������� n ��� k ������ ����������� ��������� ��� ��� ���� R� ����� Mn,k(R)

�� �� ��� ��� �� ��� n × k �������� ���� R� ��������� Mk(R) ������� ��� ���� ��

k× k �������� ���� R� ������ �� In,k ��� ������ �� Mn,k(Fq) ����� (i, j)
�� �����

�� ���� �������� i �= j ��� ����� �� � ��� i = j� �� ����� �� ��������� � �������

�������� �� ��� �������� ���� �� ���� ��������� �� ��� �������

��� ���������� ������ ����������� ���� �����

�����

���� ���� �� ������� �� ��� ����� �� ������ ����������� ���� ����� ������ �

������ ���������� ���� � ���� F �� ��� �������� x �� � ���
�d

i=0 Aix
i� ����� Ai ∈

Mn,k(F )(0 ≤ i ≤ d) ��� ���� ���� �������� �������� n, k� �� �� ����� ���������� ��

���� ���� � ������ ���������� �� � ������ ������ ����� ������� ��� ����������� ��

x ���������� �������� �� �� � ���������� ������� ��� �� ������ ��������� �������

����� ��� ������ �� ����� � ������ ���������� A =
�d

i=0 Aix
i ∈ Mn,k(Fq[x]) ��

���������� �� ��� �������� ������ ������� �� ��� r × r ������ �� A �� ����� �� �

�
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����� r = min{n, k}� ��� ������ �� ������������� ��� �� ������ ���� ���������
��� ����������� �������� ���� �� ��������� �������� ������� � �������� ������

�� ��� ������� �� ������������� �� ��� �������������� ������� ���� ��� ��������

����� �� ������� ����������� �� ����� �� ���� ��� ��� ��� ��� ����� �������� �����

������������� �� ����������� �� ����� ���� � ������������� �������� ����������

������ ����������� ���� � ����� �����

�������� ������ ����� �������� �������� n, k ��� � ����� ����� q� ���������

��� ������ �� �������� A ∈ Mn,k(Fq) ��� ����� ��� ������ ���������� xIn,k −A

�� �����������

���� �������� ��� ����������� ���������� �� �������� ��� ��������� ���� �����

��� ���� ����� ����� �� �� ������� �� ��������� ��� ������ �� ��������� ����� ��

�������� ���� � ����� ����� ������������ �� � ����������� ������ �� ��� �������

������ �� ������ �������� ��� �������� ��� ����� �������� ���� �������� �� �����

������ ��� ������ ���� ���� �� ��� ������ ���� ��� ������ �� ����� ��
�k

i=1(q
n−

qi)� �� ����� ��� ������� �� �������� ��������� ����� �� �������� �� ���������� ��

��� ������� �� ����������� ��� ������ �� ������ ������ ��������������� ����

��������� ������ ��� ��� ������� �� �������� ��� ������ �� ���� ������ ����� ��

��������� �� ������ ����� ��� ��������� ������������ �� ��� ������ �� ���� �� ��

�� ������� � ���� ������������ �� ���� ��� ���� ���������

��� �� ��� ���� ������ �� ����� ������ ���� ����� ������ �� �� ���� � ���

����� ���������� ������� �� ��� ������� �� ���� �� ��� �� ��������� ���������� �� ���

���� ����� �� � ������� ��������� ������ �� ��������� �� ���������� ������������

������

������� ������������ �� ��� ������� ������ �� ������� �� �� ������� ��� �� ����

����� ��������� ��������� ������� ������ ����� ���� ���������� �� ������������

���� ���� �� �� ��� ������� �� ��� ���� �� ��� �������� ��������� ������ ������ ���

������������ ������ ����������� ���� �� ��� ��������� �� � ��������� ���������



��� ���������� ������ ����������� ���� ������ ������ �

��������� ������ ��� d,m �� �������� �������� ��� �������� ��� ������ �����

Fqmd ���� Fq� ��� ��� ������� α ∈ Fqmd �� m������������ �������� W �� Fqmd

�� α���������� ��

Fqmd = W ⊕ αW ⊕ · · ·⊕ αd−1W.

������������ ��� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ��������� ����������

�������� ������ ����� α ∈ Fqmd ���� ���� Fqmd = Fq(α)� ���� �� ��� ������

�� α���������� ��������� �� Fqmd �� ��������� m�

�� ��� �� ����� ���� ��� ���� �������� ��� ���� ���������� �� ������� ���

������� ���� ��� ������ �� ���� �� ����� ��� ���� ���� ������� �� ��������

�� ��� ������� ������������� ������� �������������� �������� ���� ��� �����������

����������� ���� ����� ������ ��� ����� ���������� �������� ��� ����� �������

��� ������ ������� �� ����� �� ���� ��� ��� ���� �� ���� ������ ��� ���� m = 2

�� �������������� �������� ��� ������� �� ���� ����� � ������ ���� ������� ��� ����

������ ��������� ���� �� ��� ����������� ���� ��� �������� ������ �����������

�� � ���� �������� ������ ���� � ����� ���� ��� �������� ���� �������� �� ���

����������� �� ������� ����������� ���� ���� �� �� �������� �� ����� ���� �������

��� �� ��� ��� ������������ ���� ���������� �� �������� ������� ���� ��� �����

������ ���� �� ��� ���� ������� ������� �� ������������� �������� ������� �������

�� ��� ������ ������������ �� ��� �������� ������ ������� �� ������ �����������

���� � ����� ���� ������ �� ����� �� ����� ��� ���� ������ ������ �� ����� �����

����� ��� �� ������ �� � ������������� ������ �� ������� ������������ ����

��� ����� ��� ���� ���� ���������� �������� �������������� �������� �� ���������

��������� �� ������� ��� ��������� ������� ����� ��� ��������� ����������� ��

���� ����� �����

������� ����� ���������� �������� ��������� ��� ��� α ∈ Fqmd ���� ����

Fqmd = Fq(α)� ��� ������ �� α���������� ��������� �� Fqmd �� ��������� m ��



� ������������

���������
qmd − 1

qm − 1
qm(m−1)(d−1).

�� ������� �� � ����������������� ������ �� ������ �������� ������ �� ����

�� ����� ������� ����� ���� ����� ��� ��������� �������� ������� ������� �� �

����������

�� ������� ���� � �������������� �� �������� ����� �� ����������� ��� ������

�� ���� �������� ����� ��� ������ ������� ��� �� ����� � ������������� ������ ��

��������

������� ������ �� � ������ A �� �������� ��������� �� ������ ���� Mn,k(Fq)�

���� ��� ����������� ���� xIn,k − A �� ���������� �� ����� ��
�k

i=1(1− qi−n)�

����� ������� �� ������� ���� �� ����� � ���������� �������� ������ ��������

�� ���� �� ��� ���������� �� ���������� ���������� �������� ����� �����������

������� ������

��� ����������� ������� ������ ��������������� ��

� ���������� �����

�� ��� �������� ��� ���������� �� ������ ��������������� ������ �� � ��������

�� � ������ ����� ���� ��� ���� Fq� ��� V �� �� n ����������� ������ �����

���� ��� ���� Fq ���� q �������� ��� ��� W �� � �������� �� V � ��� L(W,V )

������ ��� ������ ����� �� ��� Fq������� ��������������� ���� W �� V � ��� ������

��������������� T ∈ L(W,V ) ��� �T ∈ L(�W,V ) ������ �� ��������� W ��� �W
�� V ������������ ��� ������� �� ����� ������ � ������ ����������� S : V → V ����

���� ��� ��������� ������� ���������

W V

�W V

T

SW S�
�T

.



��� ����������� ������� ������ ��������������� ��

� ���������� ����� �

�� ����� ������ �� ���� ���� S ◦ T = �T ◦ SW ����� SW ������� ��� �����������

�� S �� W � ��� L(V ) ������ ��� ����� �� ��� ������ ������ L(W,V ) �� W ������

���� ��� �������� ��������� �� V � ����� T ∈ L(V ) ����� C(T )� ��� ���������
����� �� T � ��

C(T ) := {�T : �T ∈ L(V ), �T �� ������� �� T}.

�� ��� ���������� �� ����������� ��� ����������� �� C(T ) ��� �� ��������� ������
��� T � ��� ���� ����� T �� � ������ �������� �� V �� ������������� ����� ���� �

������ �������� T � ��� ��� ���� V �� �� Fq[x]������� ����� ��� ������� x ����

�� V �� ��� ������ �������������� T � �� ��� ��������� ������� ��� ������� ����

� ��������� ����� ������ ���� �� ���� V �� ���������� �� � ������ ���

V �
r�

i=1

Fq[x]

(pi)

�� ������ ������� ����� p1, p2, . . . , pr ��� ����� ����������� �� ������ �� ����� ���

���� Fq ���� pi �������� pi+1 ��� 1 ≤ i ≤ r− 1� ��� pi ��� ����� �� ��� ���������

������� �� T ��� �������� ��������� T �� �� ����������� ��� ������ ��������� T ���

�T �� V ��� ������� �� ��� ���� �� ���� ���� ��� ���� ��������� �������� �� ���� ����

��� ������� �� ����������� |C(T )| �� ���������� �� �������� ��� ������ �� ������
�������� ���� Fq �� � ��������� ������ �� �������� ������� ���� ��� ������ ��� ���

���� �� C(T ) ��� � ������ �������� T ��� ����� �� ������ ���� ����� �� ������� ����
�� ���������� ���� ������� ��� ���� ���� ������� �� ���� ���� ��� ����� ����

��� ������ � ���������� �������� ��������� �� ����������� ���� ���������� �

������ ����� ����� ����� ����� �� �� ������ �� ��� ����� ����� ����� ��� ��� ��

���� �� ��������� ���� ������� �� ������ �������� ���� � ����� ����� �� ����� ��

��� ������ ������� �� �������� ���� ��� ���� �� ���� ������ ��� ��������� �������

pi �� � ������ �������� T ������ �� ��� ������� �������� ������� �� ��� �����

������ ���� ���� �� ���� �� xI − A ����� A �� ��� ������ �� T ���� ������� ��

���� ������� ����� ��� V � ��� ���� �������� �� ����� ������� ����



� ������������

�� ���� ���� �� ��������� ��� ���� �� ��� ���������� ����� C(T ) ��� �� ���������
�������������� T ∈ L(V )� ��� ������� ��� ������ ������������� ��� �� ���

����� ���� ��� ������ �� ������� ����������� �� ���� ������ ��� ��������� �� �

���������� � ��������� �� � ����������� ������� n �� � �������� λ = (λ1,λ2, . . .)

�� ����������� �������� ���� λi ≥ λi+1 ��� i ≥ 1 ���
�

i λi = n� �� λ�+1 = 0 ���

���� ������� �� �� ���� ����� λ = (λ1, . . . ,λ�)� ��� �������� λ � n �� |λ| = n ����

���� ���� λ �� � ��������� �� ��� ������� n� ��� ���� ���� �� �� ������������ ���

���������� ���������� ��� � ������ �������������� T ������ ���� �� � �������� W

�� �� n������������ ������ ����� V ����� ������ �������������� ����� �� ��������

�� �� � ������� ������ ���������������� ������������ ��� T ∈ L(V ) �� � ������

�������������� ��� ��� U ������ ��� ������� T ���������� ��������� ��� �������

dimU = d� �������������� �� ���� ���� ��� ���������� ������� ��� ������� �� �����

(λ, I) ����� λ �� �� ������� ��������� �� n − d ��� I �� �� ������� ��� �� �����
����������� ������������� �� ��� ��������� ������� �� ��� ����������� �� T �� U �

��� ������� ������� ��� �� ������� �� ���� ��� ������ �� T �� ��� �� V � ���

��������� λ ����� �� ����� ��� ��� ���������� ����� C(T ) �� ���������� ����������
�� ��� ��������� ������� �� T � �� ����� ���������� ������ ���� ��� ���� �� ���

��������� ����� ������������� �� ��� ���� (λ, I) �� ����� ��

|C(λ, I)| = qd(k−d)+
�

i≥2 λ
2
i |C(I)|

�
n

k

�

q

�
k

d

�

q

�

i≥1

�
λi

λi+1

�

q

k−d−1�

i=0

(qk−d − qi),

����� k = n − λ1 ���
�·
·
�
q
������� � q��������� ��������� ����� |C(I)| �������

��� ������ �� ������ �������� �� ��� ��������� ����� �������� �� I� �� ���� ������
������ �� ������ ��������� ����� ���� ��� �� ��������� ���� ������� ����� ��

���� �� ����������� ����� ��� ����� �� ������� λ �� �� ��� ����� ����������

����� ��� ������� �� ���������� ���������� ����� ����� �� L(V ) ����� �����

������� ��� �� �� ����������� ������������� ������� �� ��� ��� ������ �� ���� ���

���� ����������� ���� ������������ ������� ������� �� � ����������� �� ���



��� ������������ �� ��� ������ �

������� �� ���� ������� ����� �� � ������� �� ���� �� �� ��������� �� ��� ���������

�� ��������� ������ ������� ���� � ����� ����� ������������ ���� ������ �� ���

������� �� �������� �������� ������� ������������� ����� ���������� ����� ���

������ ���������� �������� ���� ��� ��� ����� ������� �� ����� �� ���� ��� ���

���� ������ ������ ����� ������������ �� ���������� �� ��� ������� �� ����� �����

��� �� ��� ���� �� �������� ��� ������ ���� ��� ���� �� ���� ������ �� ��

����� ������ ���� ������������ ��� ���� ���� ���������� ��� �� ��� ������� �� ������

������� ���� ����������� ������

��� ������������ �� ��� ������

������� � �������� � ������� ������������ ��� �������� �� ��� �������� ��������

�� ��� ������� ������� � �� ��������� ��� ��� ������ �� �� ������ �������� ��� �����

������ ������� ��� ��� �������� ���� ���������� ��� ������� ������� � �������

�� ��� ������� �� ���������� ������ ������������ ��� ������� � �������� ������

������� �� ��� �������� ��� ���� �� �������� � ��� � �� ��������� �� ��� �����

��������� �� ��� ������� �� ��������� ������������� ���� �� ������� �� �� �����

��� ���������� �� ������� ������ ���������������� ��� ���� ���� ������� �� ������

������� ��� ��� ������������ ���� �� ������� �� �� ������ ������� ���� �����������

�������� �� ���� ����������
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������� �

���� �������������

��� ������������

���� ������� �������� ������� ���������� ����������� ��� ���������� ����� ����

���� �� �������� ������ �� ����� ����� �� ���� � ��������� �� ��������� �������

�� ������� ���� �� ���� ��������� ��� ������ �� ������� �������� ��� �������

�� �������� ������� ��� �� ������ ���� �� ��� ������ �� ������ �������� �� �

��������� ������ �� ��� ���� �������� �� ������ ������� ��� ���������� �� ���

������� �� ����������� ��� ������ �� ������ ���������� ������ �����������

��������� ������ ���� ����� ���������� ���������

��� ����������

� ���������� ������ P ∈ Mn(Fq[x]) �� ���������� �� ��� ���� �� ��� �����������

�� P �� � ������� ������� �� Fq� ��� A,B ∈ Mn,k(Fq[x])� ���� A �� ����������

�� B �������� A ∼ B� ���� Fq[x] �� ����� ����� ���������� �������� P ∈ Mn(Fq[x])

��� Q ∈ Mk(Fq[x]) ���� ����

PAQ = B.

�



�� ���� �������������

��� 1 ≤ i ≤ ���(n, k)� �� ����� i�� ������������� ������� �� A �������� �� δi(A)�

�� �� ��� �������� ������ ������� �� ��� i× i ������ �� ��� ������ A� �� ��� ��

����� ���� �� A ∼ B� ����

δi(A) = δi(B), ��� 1 ≤ i ≤ ���(n, k).

����� ������� ���������� ������ A ∈ Mn,k(Fq[x]) �� ���������� �� � ��������

������ �� ��� ����




p1 0 0 · · · 0

0 p2 0 · · · 0

0 0
� � � 0

��� pt
���

0
� � �

0 · · · 0




,

����� ��� ������� ������� �� ��� �������� ��� ����� ����������� pi (1 ≤ i ≤ t)

���������� pi | pi+1 ��� 1 ≤ i < t� ���� �������� ���� �� ����� �� ��� �����

������ ���� �� A� �� ������� ���� �� ����� �� ������� A ∼ ����n,k(p1, . . . , pt)�

��� ����������� p1, p2, . . . , pt ��� ������ ��� ��������� ������� �� A� �� �� ���� ��

��� ���� pi ��� �������� ���������� ��

pi =
δi(A)

δi−1(A)
.

�� ��� �������� ��� ������ �� ���������� ��� ������ ��������� ��� A ��� A�

�� n × n �������� ���� Fq� �� ��� ���� A
� �� ������� �� A ���� Fq �� ����� �� ��

���������� n × n ������ P ���� Fq ���� ���� A
� = P−1AP � �� �� ���� ����� ����

���� ��� ������ �������� A,A� ∈ Mn(Fq) ��� ������� �� ��� ���� �� xIn − A ���

xIn − A� ��� ���������� ���� Fq[x]� ����� �� ��� ���� �� ���� ���� ���� ���������



��� ���������� ��

������� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ��������� ���� ���������� �� xIn − A ���

xIn−A� ���� ��� ����� ������ ���� �� diagn,n(p1, . . . , pn) ��� diagn,n(p
�
1, . . . , p

�
n)

������������� ���� A,A� ��� ������� �� ��� ���� �� pi = p�i ��� 1 ≤ i ≤ n� ����

��� ���������� ����� �� A ���������� ��� �������� ������� �� A �� ������������� ��

��� ������� ��� I = {p1, . . . , pn} �� ��������� ������� �� A� �� �� ���������� �� ���
��� ��������� ��������� �� �� ��� ����� ��� ������ A ∈ Mn(Fq) ���� ������� ���

I = {p1, . . . , pn} �� ��������� �������� ��� ���� �������� ��� �� ��� ���������

����� �� A� ��� �������� ������ ���� ������� ������ �� ���� �������� ��� �� �����

�� ������� ���� ���� ������ �� ������ �� C(I) ��� ��������� ����� �������������
�� ��� ������� ��� I = {p1, . . . , pn} �� ��������� ������� ���� deg(p1 · · · pn) = n�

��� Par ������ ��� ��� �� ��� ���������� �� ��� ��� �������� ��������� �� �����

λ � n �� λ �� � ��������� �� n� ����� ��� ��������� λ = (λ1,λ2, . . .) ∈ Par� ��� λ� =

(λ�
1,λ

�
2, . . .) ������ ��� ��������� ��������� �� λ� ��� ��� mi = mi(λ) = λ�

i − λ�
i+1

������ ��� ������ �� ����� �� λ �� ���� i� ���

hi = λ�
1 + λ�

2 + · · ·+ λ�
i.

��� λ ∈ Par ��� ��� ����������� f ∈ Fq[x] �� ������ d� �����

cf (λ) =
�

i≥1

mi�

j=1

(qhid − q(hi−j)d).

��� f, g ∈ Fq[x] ���� f ����������� ��� g �������� ���

νf (g) := max{e : f e | g}.

����� �� ������� ��� I = {p1, . . . , pn} �� ��������� �������� ��� S(I) ������ ���
��� �� ��� ����� ����������� ����������� ����� ������ pn� �� ���� f ∈ S(I)� ��



�� ���� �������������

��������� � ��������� ΦI(f) � νf (P ) �� �������

ΦI(f) := (νf (pn), νf (pn−1), . . . , νf (pr)) ,

����� r = min{i : νf (pi) > 0}� ��� GLn(Fq) ������ ��� ������� ������ ����� ��

n × n ����������� �������� ���� Fq� ��� ��������� ������� ������ ���� ���� ���

����� ��� ���� �� ��� ��������� ����� ������������� �� ����� ������� ��� �� �������

��� ��������

������� ����� ��� ������ ��� I = {p1, . . . , pn} �� ��� ������� ��� �� ���������
������� ���� deg(p1 · · · pn) = n� ���� ���� �� ��� ��������� ����� �������������

�� ��� ������� ��� �� ��������� ������� I �� ����� ��

#C(I) = |GLn(Fq)|�
f∈S(I) cf (ΦI(f))

.

�� ������� �� �� ������ ��� ����� ������ �� ���� �� ��� ������� �� �����������

���������

��� ���������� �������� ��� ���� ������ �����

��������� ��� ��������� �� �������������� � ������ ���������� A ∈ Mn,k(Fq[x])

�� ���������� �� ��� �������� ������ ������� �� ��� r×r ������ �� A �� ����� �� �

����� r = min{n, k}� ����� � ��� ��� ��������� ������� ����� �� �� �� ��� ����������
�� ����������� ��� ������ �� �������� A ∈ Mn,k(Fq) ������ ��� �������� ����

��� ������ ������ ���������� xIn,k−A �� ���������� ������ �������� ������� ����

������� �� ���������� �� ��� ��������� ������������� ������ ���������� ��������

�������� ������ ��������� ��� ������ �� �������� �� Mn,k(Fq) ���� ����� ��

��� ��������� ������ �� ��� ���� k ������� �� ���� ������ �� Mn(Fq) ����

����������� �������������� �����������



��� ���������� �������� ��� ���� ������ ����� ��

�� � ��������� �� ��� ������ �� ������ ���� ����� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ����

�� ����������� ����������� ��� ��������� ����������� ����� ���� ����� �����������

��� ����������� �� �������� ����� ��� �������� ������

����������� ������ ��� A ∈ Mk(Fq) ��� C ∈ Mn−k,k(Fq)� ��� ����� ������
A
C


 ∈ Mn,k(Fq) ��� �� ��������� �� � ������ �� Mn(Fq) ���� ����������� �����

���������� ���������� �� ��� ���� �� ��� ��� ��������� ������� ��


xIk − A

−C




��� ����� �� ��

��� �� �������� � �������� xs ����� �� ������ ���� �� ���� ����� ����

�� ������� �������� ������ ���������� ��������� �������� �������� ������ ���

������������� ����� ���������� ����� ���� ���������������� ��� � ���� ������ ������

x0 �� Fq� �� ����� ��� �������� xs �� Fk
q ��

xs+1 = Axs + B�s (s ≥ 0),

����� A ∈ Mk(Fq), B ∈ Mk,n−k(Fq) ��� ���� ��� us(s ≥ 0) �� ���� �������� ��

Fn−k
q � �� ����� �������� ������������� �� ��� ����� ��� ���������� ��� xk ���

������

xk = Akx0 +
�
B AB · · · Ak−1B

�




uk−1

uk−2

���

u0



.

�� �� ������� ������ ���� xk ���� ��� �������� ������ �� Fk
q �� �������� �������

��� ������ ��������� us(0 ≤ s ≤ k − 1)� ���� �� �������� �� ��� ���� �� ���



�� ���� �������������

������������ ������ ������ ��

C(A,B) :=
�
B AB · · · Ak−1B

�

��� ���� ���� k� ���� ����� �� ��� ��������� �� � ��������� ���� �� ���������

��������� ������ ��� ������� ���� (A,B) ∈ Mk(Fq)×Mk,n−k(Fq) �� ���� �� ��

��������� ��

���� C(A,B) = k.

�������� ��� ��������� ���� ���������� ��� ��������� ������� �� �������� ���

������ �� ��������� ����� �� �������� ���� ����� ������

�������� ������ ��������� ��� ������ �� ��������� ���� �� �������� (A,B)

����� �� Mk(Fq)×Mk.n−k(Fq)�

���� �� �� ����������� ������� ��� �� ���������� �� ��� ������� �� ��������

��� ������ �� ���� ������ ����� ����� ������ ���������� ���� �� ��� ����������� ��

������ ������� ��������

��������� ������ ��� ������� ���� (C,A) ∈ Mn−k,k(Fq)×Mk(Fq) �� ���� ������

���� ����� ���� ��� � �� ���� ���� ��� �� ��

k−1�

i=0

��� (CAi) = {0}.

��������� ����� ��� ������� �� ���� ������ ����� �� ��� ��������� �������������

����� � ���� ���� �������� ���� ���� ���� �� ���� ������ ������

����������� ������ ��� A ∈ Mk(Fq) ��� C ∈ Mn−k,k(Fq)� ���� ��� ���������

���������� ��� �����������

�� ��� ���� (C,A) �� ���� ������ �����



��� ���������� �������� ��� ���� ������ ����� ��

�� ��� ������� �� ��������� ������� ��


xIk − A

−C




�� ��

�� ��� ����� ������ 


C

CA
���

CAk−1




��� ���� k�

����������� ����� ������� ���� (C,A) �� ���� ������ ���� �� ��� ���� �� (AT , CT )

�� ���������� ���� ����� ��� ������� ������� ��������� ��� ���� ������ ����� ��

��������� ����������� ����� ������� ����� ���� �������� ����� �� ���������� ��

������� �������� ����� ��� ����� �������� ������

��� ����� �������� ��� ������� ���������� �� ��� ������� �� �������� ���

������ �� ������ ������ ���������������� �� ���� ������ ��� ������ �� � ������

������ �������������� ���� ���� �����

��������� ������ ��� V ������ � ������ ����� ���� � ���� F ��� ��� W �� �

�������� �� V � �� F ������� �������������� T : W → V �� ������ �� ��� ����

T ���������� �������� �������� ��������� �� V �� ��� ���� ���������

������ ������ ���� ���� ��� ��������� �������� ���� ����� ��� �� T ����������

��������� �������� ��������� �� V ������ ���� ��W � ��� ������ ����� ���� ��W

�� � ������ ��������� ���� ��� ��������� ���� ��� �����W ������ �� �� T �����������

�� ��� ���� W = V �� ����������� ���� ���� W �� T ����������� �� ��� �� �����

���� � ������ �������� T �� � ����� ����������� ������ ����� V �� ������ �� ���

���� �� �� ��� �� ����������� �������������� ����������� �� ���� ������ ���� ������



�� ���� �������������

�� � ������ �������� W �� � ������ ����� V ��� ��������� ��� ������������ �� W

�� ������ ���� ������ �� ��� �� V �

�������� ������ ��� V �� �� n������������ ������ ����� ���� Fq ��� �������

W �� � ���� k������������ �������� �� V � ��������� ��� ������ �� ������ ������

��������������� T ������ �� ��� �������� W �� V �

��� ��������� ����������� ���� ����� ���� ����������� ��� ���������� �������

������ ������ ��������������� ��� ���� ������ ������

����������� ������� ��� W �� � k������������ �������� �� �� n������������

������ ����� ���� Fq� ��� Bk �� � ���� ������� ����� ��� W ��� ��� Bn �� ��

��������� �� ��� ����� Bk �� �� ������� ����� �� V � ����� � ������ ��������������

T : W → V �� ������ �� ��� ���� �� ��� ������ �� T ���� ������� �� ��� ����� Bk

��� Bn �� �� ��� ����


A
C


 ��� ���� ���� ������ ���� (C,A)�

����������� ������ ����� ���� �������� ���� ������ ���� �� ���������� �� ������

��� ������ ���� ��� ����������� ��� ����������� �� �������� ����� ��� ������ ����

��������� ������ ������ ����� ��� ����� ��� ���������� ��� ���� ��� ���� ������

����� ��
�k

i=1(q
n − qi)� �� �������� ��� �������� �� ���� ��� �������� ���������

�� �������� ����� �� ������� � ��� ������� ��



������� �

���������� ���������� ��������

���� ������ ������

��� ������������

�� ��������� �� ��� ������������ �� ���� ������� ��� ������ �� ������������� ���

���� ���� ������� ������ ��� ���� ������� �� ������� �� �� ��������� ��� ����

������� �� �������� ����� �� ����������� ��� ������ �� ������ ���������� ������

����������� ���� ����� ����������� ����������� ��������� ��� �������� ��� �����

�������� ���� �������� �� ����� ������ ��� ������ ���� ���� �� ��� ������ ����

��� ������ �� ����� ��
�k

i=1(q
n−qi)� ��� ��������� �� ���� ������� �� �� ���� � ���

����� �� �������� ����� �� ���� ������� ��� ���� ������ ����� ������ ��� �����

�� ��� ���� ����� ������ �� � ������� ��������� ������ �� ��������� �� ����������

������������ ����� ��� ���� ���� ���������� ������� �� ������ ��������

��� ������ ������ ���������������

�� ����� �� ��������� ��� ������ �� � ������ ������ ���������������

��������� ������ ��� V ������ � ������ ����� ���� � ���� F ��� ��� W �� �

��



�� ���������� ���������� �������� ���� ������ ������

�������� �� V � �� F ������� �������������� T : W → V �� ������ �� ��� ����

T ���������� �������� �������� ��������� �� V �� ��� ���� ���������

��� ��������� ����������� ���������� ��� ���������� ������� ������ ������

��������������� ��� ��������������

����������� ������ ��� V �� �� n������������ ������ ����� ���� F ���� �������

����� Bn = {v1, . . . , vn}� ��� Bk = {v1, . . . , vk} ������ ��� ������� ����� ��� ���
�������� W ������� �� v1, . . . , vk� ��� T : W → V �� � ������ ��������������

��� ��� Y ∈ Mn,k(F ) ������ ��� ������ �� T ���� ������� �� Bk ��� Bn� ���� T

�� ������ �� ��� ���� �� xIn,k − Y �� �����������

������ ��� ���� ����� ���� ��� ���� ����� �����

��� m �� � �������� ������� ��� ��� a = (a1, . . . , am) ∈ Fm
q �� �� ���������

��� ���� ������� ������� ��� t �� ��� ������� ����� ���� ���� at �= 0� ���

d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm �� � ������������� �������� �� �������� ���� dt ≥ −1� ���

Na(d1, . . . dm) ������ ��� ������ �� m������� (f1, . . . , fm) �� ����������� ���� Fq

���� ���� fi = aix
di+1+hi ��� deg hi ≤ di ��� 1 ≤ i ≤ m ���� gcd(f1, . . . , fm) = 1�

���� �� ��������� �������� ������ �� x �� �� ����� ����� at �= 0� �� �����������

���� deg ft = dt + 1 ��� ��� ����� (f1, . . . , fm) ∈ Na(d1, . . . , dm)� �� ����� ���

���������� ���� ��� ������ �� ��� ���� ���������� �� −∞� ���� ���� �� �����
�� ���� s ≥ t ���� ���� di < 0 ��� ���� s < i ≤ m� ���� Na(d1, . . . , dm) =

Na�(d1, . . . , ds) ����� a
� = (a1, . . . , as)�

�� ����� �� �������� �� ��� ����� �� ���� ���� ���� �� ����� ��� ���������

����� ����� �� ������� �� ��� ���� �������

����� ������ ��� m �� � �������� ������� ��� ��� d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm ≥ 0 �� �

�������� �� ��������� ��� a = (a1, . . . , am) ∈ Fm
q �� � ���� ������� ������� ��

����

Na(d1, . . . , dm) = qk+m − qk+1,

����� k = d1 + · · ·+ dm�



��� ������ ������ ��������������� ��

������ ��� � �������� ������� m� ��� S(d1, . . . , dm) ������ ��� ��� �� �������

m������� (f1, . . . , fm) ����� fi = aix
di+1 + hi ��� ���� hi ���� deg hi ≤ di ���

1 ≤ i ≤ m� ��� t �� ��� ������� ����� ���� ���� at �= 0� �� ��������� S(d1, . . . , dm)

���� �������� ������� S0, S1, . . . , Sdt+1 ����� ��� ��� Sd (0 ≤ d ≤ dt + 1) �������

��� ��� �� m������� �� S(d1, . . . , dm) ����� ��� �� � ����� ���������� �� ���

���� d� ��� ���� ����� ���������� h ���� Fq �� ������ d ��� ��� ������� m�

����� (g1, . . . , gm) �� ����������� �� S(d1 − d, . . . , dm − d)� �� �� ���� �� ��� ����

(g1h, g2h, . . . , gmh) ∈ Sd� ����������� ��� ��� ����� (f1, . . . , fm) ∈ Sd� ��� �������

���� h = gcd(f1, . . . , fm) �� ����� �� ������ d ��� (f1/h, . . . , fm/h) �� �� �������

m������ �� ������� ����������� �� S(d1 − d, . . . , dm − d)� �� � ������� �� ����

|Sd| = qdNa(d1 − d, . . . , dm − d) ��� 0 ≤ d ≤ dt + 1� ��� k = d1 + · · · + dm� ��

����

qk+m =
dt+1�

d=0

|Sd| =
dt+1�

d=0

qdNa(d1 − d, . . . , dm − d). �����

��������� di �� di + 1 ��� ���� 1 ≤ i ≤ m� �� ������

qk+2m =
dt+2�

d=0

qdNa(d1 + 1− d, . . . , dm + 1− d)

=
dt+1�

d=−1

qd+1Na(d1 − d, . . . , dm − d)

= Na(d1 + 1, . . . , dm + 1) + q

dt+1�

d=0

qdNa(d1 − d, . . . , dm − d)

= Na(d1 + 1, . . . , dm + 1) + q(qk+m),

����� ��� ���� �������� ������� ���� ������ �� ������� ���� Na(d1+1, . . . , dm+1) =

qk+2m(1− q1−m)� �� ������������� Na(d1, . . . , dm) = qk+m − qk+1 �� ��������

�� ��� �������� �� ������� ������ �� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� ������ ��

������� ���� � ��� ���������� ���� ����� ��� ������� ���� ��� �������� �� ����� ���

�� ���� �������� F ������� �� ��������� ���� ��� k, � ��� ���� �������� ���������



�� ���������� ���������� �������� ���� ������ ������

��������� ������ � ������ ���� (A,B) ∈ Mk,k(F )×Mk,�(F ) �� � ��������� ����

�� ��� k × k� ������ S(A,B) :=
�
B AB · · · Ak−1B

�
��� ���� ����� �� k�

������ ������ � ���� (A,B) �� ��������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ������

[xIk − A B] �� �����������

��������� ������ ��������� ���� ���� ���� (A,B) ∈ Mk,k(F ) × Mk,�(F ) � ���

������ �� �������� pi(i ≥ 1) �� ������� p1 := rank B ��� ��� i ≥ 2�

pi := rank
�
B AB · · · Ai−1B

�
− rank

�
B AB · · · Ai−2B

�
.

�������� ��� ���� �������� kj(j ≥ 1) ������ �� kj = #{r : pr ≥ j}. ��� �������
k1, . . . , k� ��� ������ ��� ��������������� ������� �� ��� ���� (A,B)�

��� ��� �������� ������� m� ������ �� GLm(F ) ��� ������� ������ ����� ��

m×m ����������� �������� ���� F � ����� ���� �� ��

Γk,� :=






P 0

R Q


 ∈ GLk+�(F ) : P ∈ GLk(F ), Q ∈ GL�(F ), R ∈ M�,k(F )



 .

��������� ������ ��� ����� (A1, B1) ��� (A2, B2) ��Mk,k(F )×Mk,�(F ) ��� ����

�� �� Γk,������������ ���� ���� ���� �� ����� ������ � ������ P ∈ Γk,� ���� ����

��� ���� ���� �� �������� C1 ∈ M�,k(F ) ��� D1 ∈ M�(F )� ����� ����� ��������

C2 ∈ M�,k(F ) ��� D2 ∈ M�(F ) ���� ����

P


A1 B1

C1 D1


P−1 =


A2 B2

C2 D2


 .

���� ��� ������ �� k, � ��� ����� ���� ��� �������� �� ����� �� Γk,�������������

������ �� Γ������������� ��� ��������� ������ ����� ���� ���� ����� �� ��� ��

����������



��� ������ ������ ��������������� ��

������� ������ ��� (A,B) ∈ Mk,k(F )×Mk,�(F )� ������� (A,B) �� � ���������

���� ���� rankB = r ��� k1 ≥ · · · ≥ kr > kr+1 = · · · = k�(= 0) ��� ���

��������������� ������� �� (A,B)� ���� (A,B) �� Γ����������� �� � ���� (Ac, Bc) ∈
Mk,k(F )×Mk,�(F ) �� ��� ��������� �����

�� Ac �� ��� ����� �������� ������ diag(A1, . . . , Ar) ����� Ai �� ��� ki × ki

������ 
0 Iki−1

0 0


 ;

��� Bc �� �� ��� ����� ���� [B� 0]� ����� B� ������� ��� k × r ������

B� =




E1

���

Er


 ; ����� Ei =


0
ei


 ∈ Mki×r(F ),

��� ei ������� ��� i
�� ��� �� ��� r × r �������� �������

��� ��������� ����� �� ��� ���� �������

����� ������ ��� n, k �� �������� ���� 0 ≤ k < n − 1� ��� V �� �� n�

����������� ������ ����� ���� Fq ��� ��� W,W � �� ���� ��������� �� V �� ���

�������� k ��� k + 1 ������������ ���� W ⊂ W �� ������� T : W → V �� �

������ ������ ��������������� ���� ��� ������ �� ������ ������ ���������������

T � : W � → V ���� ���� T �
|W = T ���� ����������� �� T � �� W �� T � �� ����� ��

qn − qk+1�

������ ����� ������� k = 0� �� ���� ���� W � �� ������� �� ���� ������� ������

w ∈ V � ���� T � �� ������ ��������� ���� T �(w) ���� ��� ��� �� ��� ���� �� w� ��

��� ������ �� ���� ������ ��������������� �� ������� qn − q�

������� k ≥ 1� ��� Bk = {v1, . . . , vk} �� �� ������� ����� ��� W ��� Bn =

{v1, . . . , vn} �� �� ������� ����� ��� V �������� �� ��������� Bk� ��� Y �� ���

������ �� T ���� ������� �� Bk ��� Bn� ����� T �� ������� Y = xIn,k − Y



�� ���������� ���������� �������� ���� ������ ������

�� ���������� �� ����������� ������ ������� ���� Y =


A
C


 ��� ���� A ∈

Mk,k(Fq) ��� C ∈ Mn−k,k(Fq)� ����� Y = xIn,k − Y �� ����������� �� ������� ��

������ ����� ���� (At, Ct) �� � ��������� ����� ������� ���� ����(C) = r� ���

k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr > kr+1 = · · · = kn−k = 0 ��� ��� ��������������� ������� �� ���

���� (At, Ct)� �� ���� k1 + · · ·+ kr = k� �� ������� ����� �� ��� ������ ����

A ��� C ��� �� ��� ��������� �����

A = ����(A1, A2, . . . , Ar)� ����� Ai �� ��� ki × ki ������


 0 0

Iki−1 0


 ;

C =


C

�

0


� ����� C � = [E1 · · · Er] ∈ Mr,k(Fq) ���� Ei = [0 ei] ∈ Mr,ki(Fq),

��� ei ������� ��� i�� ������ �� ��� r × r �������� ������ ��� 1 ≤ i ≤ r� ���

λs =
�s

i=1 ki ��� 1 ≤ s ≤ r ��� ��� λ0 = 0� ���� ��� ������ �������������� T

��� �� ��������� ��

T (vj) =




vk+s �� j = λs ��� ���� s, 1 ≤ s ≤ r;

vj+1 ����������

�����

����� 1 ≤ j ≤ k� ���� ��� ������ Y ��� �� ��������� ��

Y = [eλ0+2, . . . , eλ1 , ek+1, eλ1+2, . . . , eλ2 , ek+2, . . . , eλr−1+2, . . . , eλr , ek+r],

����� ei �� ��� i
�� ������ �� ��� �������� ������ In� ��� U = span(Bn \ Bk) ��

��� �������� �� V ������� �� {vk+1, . . . , vn}� �� ���� V = W ⊕ U �

��� W ⊂ W � ��� W � �� �� ��������� k + 1� ����� V = W ⊕ U � ����� �� �

������� ������ w ∈ W � ∩ U � ��� {v�k+1 = w, v�k+2, . . . , v
�
n} �� �� ������� �����

��� U � ����� V = W ⊕ U � �� ���� B�
n = {v1, . . . , vk, v�k+1, . . . , v

�
n} �� �� �������

����� ��� V � ��� R �� ��� ������ �� ��� �������� ��� 1V �� V ���� ������� ��



��� ������ ������ ��������������� ��

��� ����� B�
n ��� Bn� ���� ���� ��� ������ R ��� �� ��������� ��


 Ik 0

0 S


 ,

����� S �� ��� ������ �� ��� �������� ��� 1U �� U ���� ������� �� ��� �����

B�
n \ Bk ��� Bn \ Bk� ��� v

�
k+1 =

�n
j=k+1 cjvj ��� ���� ������� cj� ���� ��� ����

������ �� S �� ����� �� (ck+1, . . . , cn)
t ∈ Fn−k

q � ��� ������ Ỹ �� T ���� ������� ��

Bk ��� B�
n �� ����� �� Ỹ = R−1Y � ����� B�

k+1 = {v1, . . . , vk, v�k+1} ��� ��� Y � ��

��� ������ �� T � ���� ������� �� ��� ����� B�
k+1 ��� B�

n� ����� T
�
|W = T �� ����

Y � = R−1[Y b] ��� ���� ������ ������ b ∈ Fn
q � �� ����������� ������ T

� �� ������

�� ��� ���� �� Y� = xIn,k+1 − Y � �� ����������� ��� Yb = RY� = R(xIn,k+1 −
R−1[Y b]) = xRk+1−[Y b]� ����� Rk+1 �� ��� ��������� ������ �� ��� ���� (k+1)

������� �� R� �� ���� Yb = [Y xc−b]� ����� c = (0, . . . , 0, ck+1, . . . , cn)
t ∈ Fn

q �

������� b = (b1, b2, . . . , bn)
t ∈ Fn

q � ���� ��� ������ Yb = [Y b] �� �� ��� ����

Yb =




A1 0 . . . 0 b1

0 A2 . . . 0 b2

���
���

� � �
���

���

0 0 . . . Ar br

E1 E2 . . . Er b̃

0 0 . . . 0 b̂




, �����

����� bi = (bλi−1+1, . . . , bλi
)t ∈ Fki

q ��� 1 ≤ i ≤ r� b̃ = (bk+1, . . . , bk+r)
t ∈ Fr

q� ���

b̂ = (bk+r+1, . . . , bn)
t ∈ Fn−k−r

q �

��� �������� ��� ���������� ������ Yb = [Y xc− b]� �� ������� ��� ����

�� Yb �� ��� ��������� ���� ��� ���� 1 ≤ i ≤ r − 1� ������� ��� (k + i)�� ��� ��

Yb �� ������� ��� i
�� ��� (i+ 1)�� ����� ���� ��������� �� ������ ��� ���������



�� ���������� ���������� �������� ���� ������ ������

������ Z �� �� ��� ��������� �����

Z =




Z1 0 . . . 0 b�
1

0 Z2 . . . 0 b�
2

���
���

� � �
���

���

0 0 . . . Zr b�
r

0 0 . . . 0 b�




, �����

����� Zi = x


Iki

0


 −


 0

Iki


� b�

i =


 −bi

ck+ix− bk+i


 ��� 1 ≤ i ≤ r ��� b� =

(ck+r+1x − bk+r+1, . . . , cnx − bn)
t� ��� �� ����� ��� ��������� �������� �� ����

������� ��� ���������� �� Z �� ��������� x �� ��� ���� k �������� �� ��� ����

����� ��� ��������� �� ������ ��� x ����� ��� (i + 1)�� ��� �� ��� i�� ��� ����

��������� ��� i = k1, k1 − 1, . . . , 1 �� ���� ������ ��������� �� ����� ����������

��� ���������� �� ��� ����� ����� ����� �� ����������� ���������� ������ ���

��������� ��� ������� �� ��� ���� ������ ��� �� ���� ���� �� �������� ����������

���������� �� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ��������� �����

Z� =




Z�
1 0 . . . 0 b��

1

0 Z�
2 . . . 0 b��

2

���
���

� � �
���

���

0 0 . . . Z�
r b��

r

0 0 . . . 0 b�




, �����

����� Z�
i= −


 0

Iki


� b��

i =


fi
0


 ���� fi(x)= ck+ix

ki+1−bk+ix
ki−�ki

j=1 bλi−1+jx
j−1

��� 1 ≤ i ≤ r ��� b� = (ck+r+1x− bk+r+1, . . . , cnx− bn)
t�

��� g = gcd(f1, f2, . . . , fr, ck+r+1x − bk+r+1, . . . , cnx − bn)� ��� ������ Z� ��

���������� �� ��� ���� �� g = 1� �� ����� ����� �� ������� ���� ��� ������ ��

������� b ∈ Fn
q ���� ���� g = 1 �� ����� �� qn−qk+1� �� Y� ��� Z� ��� �����������



��� ������ ������ ��������������� ��

��� ������ ��������

��� ����� ��� �� ������ �� ��� ������� �� �������� �� ��������

��������� ������� ��� Y ∈ Mn,k(Fq) �� ���� ���� ��� ������ ������ ����������

xIn,k − Y �� ����������� ��� ���� ������ ������ b ∈ Fn
q ��� Yb = [Y b] ∈

Mn,k+1(Fq)� ���� ��� ������ �� ������ ������� b ∈ Fn
q ��� ����� xIn,k+1 − Yb

�� ���������� ������ qn − qk+1�

�� ��� ��� ���� �� ��������� ����� �� ���� ���� ���� ���������� ��� ������

�� ������ ������ ��������������� ���� � ���� �������

��������� ������� ��� V �� �� n������������ ������ ����� ���� Fq ��� W �� �

������ k������������ �������� �� V � ��� ������ �� ������ ������ ���������������

T : W → V ������
k�

i=1

(qn − qi).

����� ��� ����������� ����� �� ����������� ��� ��������� �� ����� �� ���������

���� ������ �� �� ������ �������� ����� ������ �� ��� �������������

��������� ������� ��� n, k �� �������� �������� ���� k < n� ��� ������ ��

�������� A ∈ Mn,k(Fq) ���� ���� xIn,k − A �� ���������� ������

k�

i=1

(qn − qi).

�� �������� ����������� �� ��������� ������ �� ������ ��� ��������� ���������

����� �� ���� ����� �� �� �������� ��� ��� ����

����� ������� ��� n, k, t �� �������� �������� ���� ���� k + t < n� �������

���� ��� ������ ���������� xIn,k −Y �� ���������� ��� ���� Y ∈ Mn,k(Fq)� ���

������ �� �������� A ∈ Mn,t(Fq) ���� ���� ��� ������ ����������

xIn,k+t − [Y A]



�� ���������� ���������� �������� ���� ������ ������

�� ���������� �� ����� ��
�t

i=1(q
n − qk+i)�



������� �

���������� ���������� ��������

��� ��������� ���������

��� ������������

�� �� � ���������� �������� �� ��� ����� ���� ���� ����� ����������� ������ ������

���� ���� ��������� ������� � ��������� ��� ���������� ���� ���������� ����

���������� �� ��� ����� Fn
q � Fqn � ���� ����� �� ����������� �������� ����������

��� ���� ��������� ��� ��� ������ ���������� ���� �� ����� �� �� ��������� ��������

�������� ���� ��� ���� �� ������������ ������ ���� �� ������������ ������

����������� ������ ��� ��������� �� ��������� �������� ����� ������� �� ��� �������

��

��������� ������ ��� d,m �� �������� �������� ��� �������� ��� ������ �����

Fqmd ���� Fq� ��� ��� ������� α ∈ Fqmd �� m������������ �������� W �� Fqmd

�� α���������� ��

Fqmd = W ⊕ αW ⊕ · · ·⊕ αd−1W.

��� �������� ��� ��� α ∈ Fqmd ���� ���� Fqmd = Fq(α)� {1,αd,α2d, . . . ,α(m−1)d}

��



�� ���������� ���������� �������� ��� ��������� ���������

����� �� m������������ α���������� ��������� �� d = 1� ���� Fqmd = Fqm ��

��� ���� α���������� ��������� ��� �� m = 1 ���� α ∈ Fqmd = Fqd ���� ����

Fqmd = Fq(α)� ���� ����� 1������������ �������� �� α�����������

�� ���� �������� �� ������� �� ��������� ����� �� ��� ��������� �������� ����

���� ������� ������ ����� ������� � �������� ���������� �� ������������ ����

������ ������ ��� ����������� �� �������� ��� ��� ���� ����� ���� ��� ������

����� �������� �� ���� ��� ����� ��� ���� �����

������� ����� ���������� �������� ��������� ��� ��� α ∈ Fqmd ���� ����

Fqmd = Fq(α)� ��� ������ �� α���������� ��������� �� Fqmd �� ��������� m ��

���������
qmd − 1

qm − 1
qm(m−1)(d−1).

����� � ����������������� ������ �� ������ �������� ������ ��� ������� ��

���������� ������ ����������� �� ������� �� �� ����� ������� ����� ���� �����

��� ��������� �������� ������� ������� �� � ����������

�� ��� ���� �������� �� �������� � �������������� �� �������� ����� ����� �����

���� ��� � ��������� ������ ������ A ∈ Mn,k(Fq)� ��� ����������� ���� xIn,k −A

�� ���������� �� ����� ��
�k

i=1(1− qi−n)� ����� ������� ���� ������� �� �� �����

� ���� ������� ������ ������� ����� �� ��� ������� �� ���������� ����������

�������� ����� ��� ������� ����������� �� �����

��� ��� ��������� �������� �������

�� ���� ����� ��� ������ �� ����� ��������� �������� ����� ��� ������� �������

�� ��������� ����������

��������� ������ ��� �������� �������� m, d� �� (m, d)������ ��������� ������



��� ��� ��������� �������� ������� ��

���� Fq �� � ������ �� Mmd(Fq) �� ��� ����




0 0 0 . . 0 0 C0

Im 0 0 . . 0 0 C1

. . . . . . . .

. . . . . . . .

0 0 0 . . Im 0 Cd−2

0 0 0 . . 0 Im Cd−1




, �����

����� C0, C1, . . . , Cd−1 ∈ Mm(Fq) ��� Im ������� ��� m×m �������� ������ ����

Fq ����� 0 ������� ��� ���� ������ �� Mm(Fq)�

������ ������ �� ��� ����� ���� ��� ���������� ����� ���������� ��� �� ���� ��

�������� � �� ���� ��� �� ��������� ���� ��� ��������� �������� ������� �� ��

���� ���������� �� ��� ��������� ������� �� ����� ��������� ���������

������� ������ ��� ��� ����������� ���������� f ∈ Fq[x] �� ������ md� ���

������ �� (m, d)������ ��������� �������� ���� Fq ������ f �� ����� ����������

����� ���������� ������

qm(m−1)(d−1)

m−1�

i=1

(qm − qi).

�� �� ���������� ���� ��� ������� �� �������� ������� ����� �� ����� �������

��� �������� ������ ����������� �������������� ���������� ��� ���� ���������� ��

����� �������� ��� ��� ��� ����� ������������ ������ ���������� �� �� ���������

�� ��� ������ ������� ����� �� � ������� ���� �� ������� ����� ����� �� �����

������ ������� ��������� �� ��������� ����� �� ��� ��������� �������� ��������

��������� ������ ��� �������� �������� k, � ���� k < �� ��� J �,k ������ ��� �×k

������ ����� ��

J �,k :=


 0

Ik


 .



�� ���������� ���������� �������� ��� ��������� ���������

����� ������ ��� ������ ������ ����������

x


Ik
0


− J �,k

�� �����������

������ ����� ��� k × k ����� ������ �� ��� ���� k ���� �� ��� ����� ������

���������� ������ (−1)k �� ������� ���� ��� ��� �� ��� k × k ������ �� ��

��������� ������ ��� m, � �� �������� �������� ���� ���� m < �� �� m�

��������� ������ �� ����� � ���� Fq �� � ������ ������ C �� ��� ����

C = [J �,�−m A]

��� ���� A ∈ M�,m(Fq)� �� ������ ��� ��� �� ��� m���������� �������� �� �����

� ���� Fq �� C(�, m; q)� ���� ���� |C(�,m; q)| = q�m�

��� P(�,Fq) ������ ��� ��� �� ��� ����� ����������� �� ������ � ���� Fq� ���

�������� ��� ��� Φ : C(�,m; q) → P(�,Fq) ����� ��

Φ(C) := det(xI� − C).

�� ��������� ��� ���� �� ��� ����� �� Φ� �� ������� � ������� �� �������

������� ����� ��������� ��� F �� �� ��������� ���� ��� ��� Y ∈ M�,k(F )�

������� f ∈ F [x] �� � ����� ���������� �� ������ � ��� ��� f1(x) | · · · | fk(x) ��
��� ��������� ������� �� ��� ���������� ������ xI�,k − Y � ����� ������ � ������

Z ∈ M�,�−k(F ) ���� ���� ��� ����� ������ [Y Z] ��� �������������� ����������

f(x) �� ��� ���� �� ��� �������
�k

i=1 fi(x) ������� f(x)�

������ ��� ������ ���� �� ����� ���� ���� ����



��� ��� ��������� �������� ������� ��

������� ������ ������� ���� f ∈ P(�,Fq) �� ������������ ����

|Φ−1(f)| =
m−1�

t=1

(q� − q�−t).

������ ��� C = [J �,�−m A] ∈ C(�, m; q) ���� A = [a1 a2 · · · am−1 am]� ����� ���

ai�� ��� ��� ������� �� A� ��� C0 = J �,�−m ��� ��� Ci = [J �,�−m a1 a2 · · · ai]

������ ��� ��������� �� C ������ �� ��� ���� �−m+ i ������� ��� 1 ≤ i < m�

������� ���� Φ(C) = f � ����� f �� ������������ �� ������� �� ����� ����� ���

�������� ������� ���� ��� ������ ������ �����������

x


I�−m+i

0


− Ci �����

��� ���������� ��� 0 ≤ i ≤ m − 1� ����������� �� a1, . . . , am−1 ��� ������ ����

���� ��� ������ ����������� �� ����� ��� ����������� ���� ����� �� � ������ ������

�� am ��� ����� Φ(C) = f � ���� ������� ����� ����� ��� q� ����� ������� ��� am

��� ��� ���� ����� ���������� g �� ������ �� �������� ������� ������� ����

����� ������ ���� ������ �� am ���� ���� ��� �������������� ���������� �� g� ��

����� ������ �� ������� ���� ��� ������ �� ������� ��� ��� ���� m − 1 �������

�� A �� ����� ��
�m−1

i=1 (q� − q�−m+i) ����� ������ ��� �������

������ ������ �� ��� ���� ����� m ������� �� ��� d = �/m� ��� ��� C(�,m; q)

�������� ��������� �� ��� (m, d)������ ��������� �������� ���� Fq� ���� �����������

������ ��� ��������� ��������� ������ ������� �� ������� ������

��������� ������� ��� ��� ����������� ���������� f ∈ Fq[x] �� ������ md� ���

������ �� (m, d)������ ��������� �������� ���� Fq ������ f �� ����� ����������

����� ���������� ������

qm(m−1)(d−1)

m−1�

i=1

(qm − qi).



�� ���������� ���������� �������� ��� ��������� ���������

������ �� ������� �� ��� ����� ������ ���� ��� ������ �� (m, d)������ ���������

�������� ���� Fq ������ f �� ����� �������������� ���������� ������

m−1�

i=1

(qmd − qm(d−1)+i) =
m−1�

i=1

qm(d−1)(qm − qi),

����� �� ������� ����� �� ��� ����� ��������

�� ����� �� ��� ����� ��������� ��� ������ ����� �� ��� ���� ������� �����

�� � ���� ������� ������ ���� ��� ��������� �������� �������� ����� ��� �����

������ �� ������� �� ������� ������� �� �� ������� ���� ��� ������ �� ��� �������

��������� �� ��� ��� �����

��� ����������� �� ���������� ���������� ������

���

�� ����� ����� ������ �� ���������� ������� � ���������� ���� ����� ���� ��������

��� ��� ������ �� ���������� ���������� ��������� ��� �������� �������� d, k, n

���� k < n� �����

Mn,k(Fq[x]; d) :=

�
A = xdIn,k +

d−1�

i=0

xiAi : Ai ∈ Mn,k(Fq) ��� 0 ≤ i ≤ d− 1

�
.

������� ������ ��� ����������� ���� � ��������� ������ ������� �� ��� ���

Mn,k(Fq[x]; d) �� ���������� �� ����� ��
�k

i=1(1− qi−n)�



��� ����������� �� ���������� ���������� �������� ��

������ �� ���� ������� A �� Mn,k(Fq[x]; d)� �� ��������� ��� ������������� d�

����� �� ��� ���������� (A0, A1, . . . , Ad−1) ∈ [Mn,k(Fq)]
d� ��� �������� ��� ������

B =




0 0 . . . 0 −A0

In 0 . . . 0 −A1

���
���

�
�
�

���
���

0 0 . . . In −Ad−1




�����

�� ��������� nd× (nd− n+ k)� ���

B = x


I(d−1)n+k

0


− B.

�� ������ x ����� ��� i�� ����� ��� �� ��� (i − 1)�� ����� ��� ������������ ���

i = d, d− 1, . . . , 2 �� B ��� ����� �������� ������ ����� ����������� �� ������

B� =




0 0 . . . 0 A

In 0 . . . 0 0

���
���

�
�
�

���
���

0 0 . . . In 0



,

����� A = xdIn,k +
�d−1

i=0 x
iAi ∈ Mn,k(Fq[x]; d)� ������� ���� B �� ���������� ��

B�� �� ��� ��������� ������� �� B ��� B� ��� ��� ����� ��������� B �� ����������

�� ��� ���� �� A �� ����������� �� ����� ������� ��� ������ �� ���� �� ������

��� ���� k ������� �� ��� ������ B �� ����� �� ���� � ��� ���� B �� ����������

��
k�

i=1

(qnd − qn(d−1)+i).

�� ��� ����� ����� ��� ����������� �� Mn,k(Fq[x]; d) �� ������� qnkd ��� ���������

��� ����������� ���� � ��������� ������ ������� �� Mn,k(Fq[x]; d) �� ����������



�� ���������� ���������� �������� ��� ��������� ���������

�� ���������
�k

i=1(1− qi−n)�

���� ���� ��� ����������� �������� �� ��� ������� �� ����������� �� d�

������ ������ ��� ����� ������� �� � �������������� �� ��������� ������ �����

�� ��������� ��� ������� ���� d = 1�

������� ����� ��������� � ������ �� ��� ��� ���� ���� ���� �� ��� �����

���� ��� ������� ������� �� ���������� n × k �������� ���� Fq[x] �� ���������
�k

i=1(1− qi−n)�

������ ������ �� ����� ��� ��������� ������� �� �� ������� A ∈ Mn,k(Fq[x]; d)�

�� ������ �� ����� ����� �� ��� ������������� ������ ������ ���������� B �����

������ �� ��� ������ B �� ������ �� �������� ������ ��� ������ ���������� B

�� ������ ��� ������������� �� A�



������� �

����������� ������� ������

��������������� �� � ���������� �����

��� ������������

��� V �� �� n ����������� ������ ����� ���� Fq ��� ��� W �� � �������� ��

V � ��� L(W,V ) ������ ��� ������ ����� �� ��� Fq������� ��������������� ����

W �� V � ��������� ��� ��������� �� ������� ������ ��������������� ���� �������

�� �� ��� ���� ��� ��� ������ ��������������� T ∈ L(W,V ) ��� �T ∈ L(�W,V )

������ �� ��������� W ��� �W �� V ������������ ��� ������� �� ����� ������ �

������ ����������� S : V → V ���� ���� ��� ��������� ������� ���������

W V

�W V

T

SW S�
�T

.

�� ����� ������ �� ���� ���� S ◦ T = �T ◦ SW ����� SW ������� ��� �����������

�� S �� W � ��� L(V ) ������ ��� ����� �� ��� ������ ������ L(W,V ) �� W ������

���� ��� �������� ��������� �� V � ����� T ∈ L(V ) ����� C(T )� ��� ���������

��



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

����� �� T � ��

C(T ) := {�T : �T ∈ L(V ), �T �� ������� �� T}.

�� ���� �������� �� ��������� ��� ����������� �� C(T ) ��� �� ��������� ������
��� T � ��� ���� ����� T �� � ������ �������� �� V ���� ���� W = V � �� � �����

������� �������� ��� ������ ��������� T ��� �T �� V ��� ������� �� ��� ���� �� ����
���� ��� ���� ��������� �������� �� ���� ����� ��� ������� �� ����������� |C(T )|
�� ���������� �� ��� ������� �� �������� ��� ������ �� n × n ������ ��������

���� � ����� ���� �� � ��������� ������ �� �������� ������� ��� ��� ���� �� C(T )
��� �� ��������� ������ �������� T ��� ����� �� ������� ���� ���� ������� �����

�� ��� ����� ����� ����������� �������� ����� �� ���� �������� �� ������ �������

������ ��� ������ ���������� �������� ��� ��� ���� �� ������������ ��������� ��

����� �� ����� ���� ����� ��� ��� ��� ������� �������� �� ������ ����������

��������� ����� ��� ���� �� �� ��������� ������ �������������� T �� �� ����������

������������� �������� ��� �� ������ ��� ������ �� ������ �������� �� ��� �������

�� ����������� �������� �� ������ �� �������� �������� ������� ��� ��� ���� �� ���

��������� ����� �� �� ��������� �������������� T ∈ L(V )�

�� �������� ���� ��� ���� �� ������ ���������� ��� ��������� ������� �� ��� ����

� �������� ��� �� ���������� ���������� ��� �� ��������� ������ ��� ������ ����

�� � ��������� �� ��� ������ ��������������� T ∈ L(W,V ) ��� �T ∈ L(�W,V ) ���

�������� ���� ���� ����������� ���� ��� ���� ��������� ������� ��� ��� ��������

�� ��� ���� �� �������� �� ���� ������������ ��� ���������� ���������� ��� � ������

�������������� T ������ ���� �� � �������� W �� �� n������������ ������ �����

V �� ������� ��� ������ �� �������� �� �� ������� ������ ����� ������������ ���

T ∈ L(V ) �� � ������ �������������� ��� ��� U ������ ��� ������� T ����������

��������� ��� ������� dimU = d� �������������� �� ���� ���� ��� ���������� �������

��� ������� �� ����� (λ, I) ����� λ �� �� ������� ��������� �� n − d ��� I ��

�� ������� ��� �� ����� ����������� ������������� �� ��� ��������� ������� ��

��� ����������� �� T �� U � ���� ��� ������ �� T �� ��� �� V � ��� ��������� λ



��� ���������� ���������� ��� ���� ������� �� � �������� ��

����� �� ����� ��� ��� ���������� ����� C(T ) �� ���������� ���������� �� ���
��������� ������� �� T � �� T ∈ L(V ) �� ������ ���� ������ � ������ ��������

�� V � ���� ��� ������� T ���������� �������� U �� ����������� ��� ���� ��������

��� ��������� ��� ���������� ����� �� T �� ���������� �� ��� ���� (λ, ∅) ��� ����
������� ��������� λ �� dimV ���� ������� ���� dimV − dimW ����� W �� ���

������ �� T � �� ������� ���� �� ��������� ��� ��������� ����� ���� ��� �� ���������

������ ������ �������������� T ∈ L(V )� �� ������ ������ ��� ������� �� ���������

��������������� T ∈ L(V ) �� ����������� ��� �������� ���� ��� ��� ������ ����

�� T �� ������ �� ������� ���� �� ���� ������ ������ �� ������ ��������� ����� ����

��� �� ��������� ���� ������� ����� �� ���� �� ����������� ����� ��� ������

����� ��� ������� �� ������� ���� �� ���� ������� ����� �� ��� ������� �� �����

������ ��� ������ ���� ���� �� ��������� �� ��� �������� ��������� ����� ������

��� ������� �� �������� ��� ������ �� ���� ������ ����� �� �������� ��� �������

������� ��������� ������ ������� ���� � ����� ����� ������������ �� � �����������

������ ���� ������ �� ��� ������� �� ������� �������� �������� �������� �������

������������� ����� ���������� ����� ��� ������ ���������� �������� ���� �� ����

� ��� ���� ���� ��� ��� ��

��� ���������� ���������� ��� ���� ������ �� �

��������

�� ����� �� ���������� � �������� ��� �� ���������� ���������� ��� � ������ ���

�� L(W,V )� ����� T ∈ L(W,V )� ����� � �������� �� ��������� ���� ���� ������

Wi = Wi(T )(i ≥ 0) �� W0 = V,W1 = W ���

Wi+1 = Wi ∩ T−1(Wi) = {v ∈ Wi : Tv ∈ Wi} ��� i ≥ 1.



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

��� ���������� ����� �� ��������� W0 ⊇ W1 ⊇ · · · ���������� ���������� �� ���
���������� �� ��� ��������� ��� ����������� ��������� ��� di = di(T ) := dimWi

��� i ≥ 0 ��� ���

� = �(T ) := min{i : Wi = Wi+1}.

��� ��������W� �� ������� � T ���������� �������� ����� �� ��������� ��� �������

T ���������� ��������� ��������� ��� ����������� TW�
�� T ��W� �� � ������ ��������

�� W�� ������ �� IT ��� ������� ��� �� ��������� ������� �� TW�
� ����� ���

�������������� ���������� �� TW�
������ ��� ������� �� ��� ��������� ������� ��

TW�
� �� ������� ����

d� = deg
�

p∈IT
p.

��� �����

λj = λj(T ) := dj−1 − dj ��� 1 ≤ j ≤ �.

��������� ������ ���� �� ��� ��� �������� λj(T )(1 ≤ j ≤ �) ��� ������ ��� ������

���������� �� T �

����� ������ ��� ��� T ∈ L(V )� �� ���� λj(T ) ≥ λj+1(T ) ��� 1 ≤ j ≤ �− 1�

������ ��� ��� ��������� Wj(j ≥ 1) �� �� ������ ���� ���� T (Wj) ⊆ Wj−1 ���

���� j� ��� j ≥ 1 ��� ����� � ��� ϕ : Wj/Wj+1 → Wj−1/Wj ��

ϕ(v +Wj+1) = Tv +Wj.

�� ����� ���� ϕ �� ���� ������� ������� v1 + Wj+1 = v2 + Wj+1 ��� ����

v1, v2 ∈ Wj� ���� v1 − v2 ∈ Wj+1 ��� ������������ T (v1 − v2) ∈ Wj� ���������

Tv1 +Wj = Tv2 +Wj ������� ���� ϕ �� ���� ������� ��� ��������� �� ϕ �������

������ ���� ��� ���� ���� T �� ������� �� ���� ϕ �� ���� ���������� ������� ��� ����

v ∈ Wj �� ����

ϕ(v +Wj+1) = Tv +Wj = 0 +Wj.

���� Tv ∈ Wj ��� ����� v ������ ���� ��Wj� �� ������� ���� v ∈ Wj+1 �� ����� ����



��� ���������� ���������� ��� ���� ������� �� � �������� ��

v + Wj+1 �� ��� ���� ������� �� Wj/Wj+1 ��� ϕ �� ���������� ��� ����������� ��

ϕ ������� ���� dim(Wj−1/Wj) ≥ dim(Wj/Wj+1)� �� ������������� λj ≥ λj+1 ���

1 ≤ j ≤ �− 1�

������ ��� ��������Wi(T )(i ≥ 0) ���� �� �������� �� �� ��� ����� �� ���������

���������� ���� T �

��������� ������ ��� T ∈ L(V )� ��� � = �(T )� ���� ��� �������� λT =

(λ1(T ), . . . ,λ�(T )) �� �� ������� ��������� �� n− d�(T )�

�� ���� ����� ���� ��� ���� (λT , IT ) ���������� ���������� ��� ���������� �����

�� � ������ �������������� T �� ��� ����� ���� ��� ���� T, �T ∈ L(V ) ��� �������

�� ��� ���� �� λT = λ �T ��� IT = I �T � �� ������� � ����� �� ����� ���� ������� ��

��� ����������� �� ���� ������ ������������ ���� ���� �� ���� �������� �� �������

� ����� ���� ��� ��� ���� �� �������������

����� ������ ���� ��� ���� ���� ���� ��� W,�W �� ��������� �� V � ���

T ∈ L(W,V ) ��� �T ∈ L(�W,V )� ��� TU ��� �T�U ������ ��� ������������ �� T ���

�T �� ��� ���������

U = {v ∈ W : Tv ∈ W} ��� �U = {v ∈ �W : �Tv ∈ �W}

������������� ���� T �� ������� �� �T �� ��� ���� �� TU �� ������� �� �T�U ���

dimW = dim�W �

������ ����� ������� ���� T �� ������� �� �T � ���� ����� ������ � ������ �������
����� S : V → V ���� ���� SW = �W ��� S ◦ T = �T ◦ S� �� ������� ����

��� W = ��� �W � �� ����� ���� TU �� ������� �� �T�U ���� ������� �� ��� ����

������ ����������� S� �� ��� ����� �� ���� ���� ���� S ���� U ���� �U � �������
v ∈ U � ����� �� ���������� v ∈ W ��� Tv ∈ W � ���� ������� ���� Sv ∈ �W ���

������������ �T ◦ Sv = S ◦ Tv ∈ �W ����� ������� ������� ���� Sv ∈ �U � ����
SU ⊆ �U � ��� ��� ����������� S−1 : V → V ��� ��� �������� ���� S−1�W = W



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

��� S−1 ◦ �T = T ◦ S−1� �� ��������� �� ����� �� ������� ���� S−1 �U ⊆ U � ��

������� ���� SU = �U � ��� ����� TU ��� �T�U ��� ������������ �� T ���
�T �� U ���

�U ������������� �� �� ���� �� ��� ���� S ◦ TU = �T�U ◦ S ��� �� ������� ���� TU ���

�T�U ��� ��������

��� ��� ��������� ������� ��� W = ��� �W ��� TU �� ������� �� �T�U � ����

������� ���� ����� ������ � ������ ����������� S � : V → V ���� ���� S � ◦ U = �U
��� S � ◦ TU = �T�U ◦ S �� ����� ��������� � ������ ����������� S �� : V → V

���� ���� S ��W = �W ��� S �� ◦ TU = �T�U ◦ S ��� ���� ���� T (U) ⊆ W � ��

������ ��� S ��v = S �v ��� ��� v ����� �� ��� �������� U + TU �� W � �����

S �(u1 + Tu2) = S �u1 + S � ◦ TUu2 = S �u1 + �T�U ◦ S �u2 ∈ �U + �T �U � �� �� ����� ����
S �� : U+TU → �U+ �T �U �� �� ������������ ����� ���W = ����W � �� ��� ������

��� ��������� �� S �� �� ��� �� W �� ������ � ������ ����������� S �� : W → �W
����� ��� �� ������� �������� �� � ������ ����������� S �� : V → V �

��� �� ��� S �� �� ��������� ������� ������ ����������� S : V → V ���� ����

SW = �W ��� S ◦ T = �T ◦ S ����� ���� ����� ���� ��� ������ ���������������

T ��� �T ��� �������� ��� Sv = S ��v ��� ��� v ∈ W ��� ��� Sv� = �T ◦ S ��v

��� ��� v� = Tv ∈ TW � �� ������ ���� S : W + TW → �W + �T�W �� ����

������ ��� � ������ ������������ �� v� = Tv ���� �� W � ���� v ∈ U ��� �����

S ��v� = S ��◦Tv = S ��◦TUv = �T�U ◦S ��v = �T ◦S ��v� ��������� Sv� �� �������� �������

�� Tv = Tu ��� ���� v, u ∈ W � ���� T (v−u) = 0 ���� �� W � ����� S ◦T (v−u) =

S �� ◦T (v−u) = 0 ����� ������� ������� �T ◦S �v− �T ◦S �u = �T ◦S �(v−u) = 0� ���

����� S ◦ Tv = S ◦ Tu� ���� ������� ���� S �� ���� ������� �� ����� ���� S ��
���������� ��� v� = Tv ��� ���� v ∈ W ��� Sv� = 0� ���� ������� Sv� = �T ◦S ��v = 0

����� ������� ������� S �� ◦ Tv = 0 ��� ����� S �� �� ����������� �� ������� v� = 0� ��

�� ���� �� ����� ���� S �� ���������� ��� S ◦ T = �T ◦ S� ������������ �� ��� ��
�������� �� � ������ ����������� S : V → V � ���� ��������� ��� ������

����������� ������ ��� ������ ��������������� T ∈ L(W,V ) ��� �T ∈ L(�W,V )

��� ������� �� ��� ���� �� λT = λ �T ��� IT = I �T �



��� ���������� ���������� ��� ���� ������� �� � �������� ��

������ ��� T ∈ L(W,V )� �������� ��� �������� �� ��������� Wi ���� ���� W0 =

V � W1 = W ��� Wi+1 = {v ∈ Wi : Tv ∈ Wi}. ��� � = ���{i : Wi = Wi+1} ���
������ �� Ti ��� ����������� �� T �� Wi ��� 1 ≤ i ≤ �� ���������� ����� �Wi� �Ti� ��
��� �T ∈ L(�W,V )� �� ����� ������ �� ������� ���� T1 �� ������� �� �T1 �� ��� ����

�� T2 �� ������� �� �T2 ��� ��� W1 = ��� �W1� ����� ��� ����� ������ �� �� �����

���� T1 �� ������� �� �T1 �� ��� ���� �� T3 �� ������� �� �T3� ��� W2 = ��� �W2 ���

��� W1 = ��� �W1� �� �������� ����������� �� ��� ������ �� �� ������� ���� T

�� ������� �� �T �� ��� ���� �� T� �� ������� �� �T�� ���� � = �� ��� ��� Wi = ��� �Wi

��� 1 ≤ i ≤ �� ��� ������ ��������� T� : W� → W� ��� �T�� :
�W�� → �W�� ��� �������

�� ��� ���� �� IT = I�T � ����� �� ������� ���� T ��� �T ��� ������� �� ��� ���� ��

λT = λ �T ��� IT = I �T �

��������� ������ ��� ��� ������� ��� �� ��������� ������� I� �����

deg I = deg
�

p∈I
p.

������ ������ �� ���� �� ��� ����� ����������� ���������� ������� �� L(V ) ���

������� �� ����� (λ, I) ����� λ �� �� ������� ��������� ��������� ��� ����� ����
������� ��� I ⊆ Fq[x] �� �� ������� ��� �� ��������� ������� ����������

|λ|+ deg I = dimV.

������ ��� ���������� ����� �� L(V ) ������������� �� ��� ���� (λ, I) �� C(λ, I)�
��� � ����� ��������W �� V ��� �� ������� ��������� λ ���� ������� ���� dimV −
dimW � ������ �� CW,V (λ, I) ��� ��� �� ��� ������ ��������������� �� L(W,V )

������������� �� ��� ���� (λ, I)� �����

CW,V (λ, I) := L(W,V ) ∩ C(λ, I).

�� ��� ���� W = V � ��� ���������� ����� CV,V (λ, I) �� ������ ���� ���� λ �� ���



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

����� ��������� ��� �� ������� ���� �� ��� ��������� ������� I� �� ���� ����

CV,V (∅, I) �� ����������� �� C(I)� � ������ ������� ��� ��� ���� �� C(I) �������
������ �� ������� ������ ��� �� ����� �� ������� ���� ��� �������

�� ������� ������ �������� ��� ������ ������������� �� ��� ���������� �������

�����

������� ������ ��� W �� ��� �������� �� V � ��� T ∈ L(W,V ) �� ��� ��������

�������������� ������ �� Tv = v� �� ���������� W0 = V ��� W1 = W � ��������

W �� ��� ������� T ���������� ��������� ���� ��� ���������� ���������� �� T ���

����� �� ��� ���� (λT , IT ) ����� λT = (��� V − ��� W ) �� ��� ������� ���������

��� IT ������� ��� ������� ��� �� ��������� ������� �� ��� �������� ��� TW ����

W �� W �

������� ������ ��� V �� ��� ������ ����� ���� ����� B1 = {v1, v2, . . . , vn}� ���
k < n� ��� W �� ��� k������������ �������� ������� �� ��� ������� v1, . . . , vk�

�������� T ∈ L(W,V ) ������ �� Tvi = vi+1 ��� 1 ≤ i ≤ k� �� ����������

W0 = V � W1 = W ���

Wi = ����{vj : 1 ≤ j ≤ k − i+ 1}

��� 1 ≤ i ≤ k + 1. �� �� ���� �� ��� ���� ��� ������� T ���������� �������� ��

Wk+1 = {0}� ���� ��� ��������� λT = (n− k, 1, 1, . . . , 1) � n ��� IT = ∅�

������� ������� ��� V �� ��� ������ ����� �� ��������� 6 ���� ����� B1 =

{v1, . . . , v6} ��� ��� W �� ��� �������� �� V ������� �� ��� ������� v1, . . . , v4�

�� ����� T ���� W ���� V ��

v1
T−→ v1,

v2
T−→ v3

T−→ v5,

v4
T−→ v6.



��� �������� ������ ������ ��������������� ��

�������� T ∈ L(W,V )� �� ���� ���� � ���������� ����� �� ��������� Wi(T )(i ≥
0) ����� ��

V ⊃ W ⊃ ����{v1, v2} ⊃ ����{v1}.

�� ���� ����� λT = (2, 2, 1) ��� IT �� ��� ������� ��� �� ��������� ������� �� ���

����������� TW3 �� T �� W3 = ����{v1}� ����� ������ ���� �� xI − TW3 �� ���

1× 1 ������ ����� ����� �� x− 1 ����� ������� IT = {x− 1}�

��� �������� ������ ������ ���������������

��� �� ������ ������ ��� ��������� �� ������ ������ �������������� ���� �������

��

��������� ������ � ������ �������������� T ∈ L(V ) �� ������ ��� ��� ���� T �

��������� �������� U � ������ U = {0} �� U = V �

�� ������� ���� ��� ��������� ���� ������ ���� ��� ���������� �� T ∈ L(V )

�� ������ ���� ������ � ������ �������� �� V � ���� ��� ������� T ����������

�������� �� ����������� ��� ���� �������� ��� ��������� T ∈ C(λ, ∅) ��� ����
������� ��������� λ �� dimV ���� ������� ���� dimV − dimW ����� W �� ���

������ �� T � �� ���� ������� �� ��������� ��� ���� �� C(λ, ∅) ��� �� ���������
��������� λ �� dimV � �� ����� ���� ���� ������������� �������

��� ������ �� k������������ ��������� �� �� n������������ ������ ����� ����

Fq �� ����� �� ��� q��������� ��������� ���� �� ����

�
n

k

�

q

:=

k�

i=1

qn−i+1 − 1

qi − 1
.

����� ������ ��� U ⊆ W �� ��������� �� �� n������������ ������ ����� V

���� Fq ���� dimU = d ��� dimW = k� ��� ������ �� k������������ ���������



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

�� V ����� ������������ ���� W �� U ������

�
n− k

k − d

�

q

q(k−d)2 .

������ �� ����� ��� ������ �� k������������ ��������� W � ��� ����� W ∩W � =

U � ����� ��� ������� ����� �� U � ����� ���
�2k−d−1

i=k (qn− qi) ���� �� ������ �� ��

�� ������� ����� �� W �� �������� �� ���� ������� ��� ���� �������� W � ������

�� ���������
�i=k−1

i=d (qk − qi) ����� ���� ��� ����� ������ �� ���� ��������� W �

�� ����� �� �2k−d−1
i=k (qn − qi)�i=k−1
i=d (qk − qi)

=

�
n− k

k − d

�

q

q(k−d)2 .

��������� ������ ���� �� ��� � ��� �� ������ r �� � ������ ����� V �� ��

���������� �������� �� ��������� Wi(0 ≤ i ≤ r) ���� ����

{0} = W0 ⊂ W1 ⊂ · · ·Wr−1 ⊂ Wr = V.

��� ��������� ����� ����� ��� ������ �� ���� �� ������ r ���� ��������� ��

����� �����������

����� ������ ���� ���� ���� ��� n1, . . . , nr �� �������� �������� ���� n1 + · · · +
nr = n� ��� ������ �� ���� W0 ⊂ · · · ⊂ Wr �� ������ r �� �� n������������

������ ����� V ���� Fq ���� dimWi = n1 + n2 + · · · + ni �� ����� �� ��� q�

����������� ���������

�
n

n1, n2, . . . , nr

�

q

:=
[n]q!

[n1]q![n2]q! . . . [nr]q!
,

����� [n]q :=
qn−1
q−1

��� [n]q! := [n]q[n− 1]q . . . [1]q.

�� ��� ��������� �� ��� ��������� ������� ��� ��� ���� �� ���� �������� ���

������ �� ����������� k×k �������� ���� Fq ���� ���� ���� �� ������� �� γq(k) =



��� �������� ������ ������ ��������������� ��

�k−1
i=0 (q

k − qi)�

������� ������ ��� λ �� � ��������� �� n� ����

|C(λ, ∅)| = q
�

j≥2 λ
2
j

�
n

n− λ1,λ1 − λ2, . . . ,λ�

�

q

γq(n− λ1).

������ �� ����� ��� ������ �� ������ ������ ��������������� T ∈ L(V ) ������

������ ���������� (λ1,λ2, . . . ,λ�) ������ �� ���� �������� �� V �� ���������

n − λ1� ��� � �������� W �� V �� ��������� n − λ1� �� ���� ��������� ���

����������� �� CW,V (λ, ∅)� ��� T ∈ CW,V (λ, ∅) �������� ��� ����� �� ���������
{Wi = Wi(T )}�i=0 ���������� ���� T � ����� � �������� {W �

i}�i=1 �� W
�
i = T (Wi)�

����� T �� ���������� �� ���� dimWi = dimW �
i = di ��� i ≥ 1� �� ��� ������ ��

T �� ���� di−1 − di = λi� ���� ���� Wi ∩ W �
i = W �

i+1 ��� 1 ≤ i ≤ � − 1� ���

�������� {Wi}�i=0 �� � ��� �� W �� ������ �− 1�

{0} = W� ⊂ · · ·W2 ⊂ W1 = W

���� ���� ��� Wi = di = λ� + λ�−1 + · · ·λi+1� �� ����� ������ ��� ������ ��

���� ���� �� �
n− λ1

λ�,λ�−1, . . . ,λ2

�

q

.

��� � ����� ������ �� {Wi}�i=0� ��� ����� ������ �� ������� ��� ��� ��������

{W �
i}�i=0 ������ ��� ����� ������ �� ����

{0} = W �
� ⊂ · · ·W �

2 ⊂ W �
1 = TW

�� ������ �− 1 ����� ��� W �
i = di ��� Wi ∩W �

i = W �
i+1 ��� 1 ≤ i ≤ �− 1� ����

W �
�−1 �� � �������� �� W�−2 �� ��������� d�−1 ���� ���������� W�−1 ���������� ��

������� �� ����� ����� ���� W �
�−1 ��� �� ������ ��

�
d�−2 − d�−1

d�−1 − d�

�

q

q(d�−1−d�)
2

=

�
λ�−1

λ�

�

q

qλ
2
�



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

����� ���������� ��� ���������� W �
�−2 ⊆ W�−3 ��� W�−2 ∩ W �

�−2 = W �
�−1 �����

���� W �
�−2 ��� �� ������ ��

�
d�−3 − d�−2

d�−2 − d�−1

�

q

q(d�−2−d�−1)
2

=

�
λ�−2

λ�−1

�

q

qλ
2
�−1

����� ���������� �� ���� ������� �� �� ���� ���� ��� ����� ������ �� ������� ���

��� �������� {W �
i}�i=1 �� ����� ��

�
λ�−1

λ�

�

q

qλ
2
�

�
λ�−2

λ�−1

�

q

qλ
2
�−1 · · ·

�
λ1

λ2

�

q

qλ
2
2 = q

��
i=2 λ

2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

.

��� ���� ������ �� ��� ���� {Wi}�i=0 ��� {W �
i}�i=0� �� ����� ��� ������ �� ����

���������� ��� T � ���� ���� T �� ��������� ��� TWi = W �
i ��� 1 ≤ i ≤ �� ����

��� ������ �� ���� �� ��� W�−1 ���� W �
�−1 �� ����� �� ��� ������ �� ����������

λ� × λ� �������� ���� Fq� ����� γq(λ�)� ��� ������ �� ���� �� ������ T �� W�−2

���� ���� TW�−2 = W �
�−2 �� ���������

d�−1+λ�−1−1�

i=d�−1

(qd�−2 − qi) = qd�−1λ�−1γq(λ�−1).

��������� ���� ���� �� ���������� ��� ����� ������ �� ������� ��� ��� ��� T ���

� ����� ������ �� {Wi}�i=0 ��� {W �
i}�i=0 ������

q
��

i=2 diλi

��

i=2

γq(λi).

�� ������� ����

|CW,V (λ, ∅)| =
�

n− λ1

λ�,λ�−1, . . . ,λ2

�

q

q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

q
��

i=2 diλi

×
��

i=2

γq(λi).



��� �������� ������ ������ ��������������� ��

�� ������ ��� ������ �� γq(λi) ��� �������� ��� ����� �����������

|CW,V (λ, ∅)| = q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

[n− λ1]q!

[λ�]q![λ�−1]q! · · · [λ2]q!
q
��

i=2 diλi

×
��

i=2

(q − 1)λiq(
λi
2 )[λi]q!

= q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

[n− λ1]q!q
��

i=2 diλi(q − 1)λ2+···+λ�

× q(
λ2
2 )+···+(λ�2 )

= q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

[n− λ1]q!(q − 1)n−λ1q(
n−λ1

2 )

= q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

γq(n− λ1). �����

����� ��� ������ �� T �� �� ��������� n− λ1 ����������� �������� �� V � �� ���

���� ��� (n− λ1) ����������� ��������� �� V �� ������

|C(λ, ∅)| =
�

W :dimW=n−λ1

|CW,V (λ, ∅)| =
�

n

n− λ1

�

q

|CW,V (λ, ∅)| .

������������ ��� ���������� ��� |CW,V (λ, ∅)| �������� �������� �� ������

|C(λ, ∅)| =
�

n

n− λ1

�

q

q
��

i=2 λ
2
i

�
λ1

λ1 − λ2,λ2 − λ3, . . . ,λ�

�

q

γq(n− λ1)

= q
��

i=2 λ
2
i

�
n

n− λ1,λ1 − λ2, . . . ,λ�

�

q

γq(n− λ1).

��������� ������ ��� W �� � ������ �������� �� �� n������������ ������ �����

V ���� Fq� ��� λ � n ���� λ1 = dimV − dimW � ���� ��� ������ �� ������

������ ��������������� ������ �� W ���� ������ ���������� λ �� ����� ��

σ(λ) := |CW,V (λ, ∅)| = q
�

i≥2 λ
2
i γq(n− λ1)

�

i≥1

�
λi

λi+1

�

q

.

������ ������� ���� �������� ����� �� ��� ����� �� ��� ����� ��������



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

������ ���� ��� ����� ������� �� (6, 3, 2)�

��� ����� ��������� ��� �� ���� �� ������ ��� ������ �� ������ ������ ������

���������� ���� � ���� ������ �� ������� σ(λ) ���� ���������� ���� � ���� ����

����� �� ���� ������� ���� ����� ������� �� ����������� � ������ ������� ������

��������� �� �� ������� ��������� �� ��� ������������� ����� �������� ����� �

��������� λ = (λ1,λ2, . . .)� ��� λi ������ ����� �� ��� i �� ������ ��� ����� ��������

��� ��������� ��� ����� ������� �� ��� ��������� (6, 3, 2) �� ����� �� ������ ����

��������� ������ ��� �������� m, r, s ������ �� p(m, r, s) ��� ������ �� ������

����� �� m ���� �� ���� r ����� �� ����� ���� ���� �� �� ���� s�

��� ��������� �������������� �� p(m, r, s) �� ���� �� ������ ��� ������ ��

���������� �� m ����� ����� �������� �� �� � ��������� �� ���� r × s� ���

��������� ����� ����� ���� ��� ���������� �������� ��� p(m, r, s) ��� ���� ������

�� r ��� s �� � q��������� ����������

����� ������ ��� ����� ���� �� ����

�
r + s

s

�

q

=
�

i≥0

p(i, r, s)qi.

��� ���� ���� �� ��� �� � ��������� λ �� ��� ������� ������� i ��� ����� λi ≥ i�

�������������� ��� ���� �� � ��������� ����������� �� ��� ���� ������ �� ��� �������

������� ������ ��� ������ ������� ��������� �� ��� ����� ������� �� λ� ���

������ ������ �� ��� ��������� λ = (6, 4, 3, 2) �� ��������� �� ��� ������ ����� ��

������ ����



��� �������� ������ ������ ��������������� ��

������ ���� ��� ������ ������ �� ��� ��������� (6, 4, 3, 2)�

����������� ������ ��� �������� �������� m ≤ n� �� ����

�

λ�n
λ1=m

q
�

λ2
i

�

i≥1

�
λi

λi+1

�

q

= qm
2+n−m

�
n− 1

m− 1

�

q

.

������ ��� S ������ ��� ��� �� ��� ���������� µ �� ���� m ��� ������� ���� n ����

��������� m ������ �������� S �������� �� ���������� ����� ����� �������� ��

������ �� m× n ��������� R ��� ���� �� ����� m ����� �� ���� ��� ���� ���������

n ����� �� ��� ���� ���� �� ������� ��� ���

�

µ∈S
q|µ|

�� ��� �������� ����� ���� ���� ���� µ ∈ S �� �������� ���������� �� ���

��������� µ� = (µ2 −m,µ3 −m, . . .) ����� ��� ���� ��� ��� ���� m ������� �� ���

����� ������� �� µ ��� ����� �� ��� ������� �� µ� ��� �� ��� (m− 1)× (n−m)

��������� �� ��� ������ ����� ������ �� R� �� ������� �� ����� ����� ����

�

µ∈S
q|µ| = qm

2+n−m
�

µ∈S
q|µ

�|

= qm
2+n−m

�
n− 1

m− 1

�

q

,

����� �������� ��� ��� ���������� �� ��� ����� ���� ���� �� ��� ������������ ���

��� ��� µ ∈ S �������� ��� ��������� ϕ(µ) = λ � n ������ �� �������� λ1 �� ���

���� �� µ� λ2 �� ��� ���� �� ��� ��������� ����� ������� �� �� ��� ����� �� ��� ������

������ �� µ� ���� ��� �������� ���� µ = (8, 7, 6, 5)� �� ���� ϕ(µ) = (4, 2, 1, 1)



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

������ ���� ��� ��������� ϕ(µ) = (4, 2, 1, 1) ������������� �� µ = (8, 7, 6, 5)�

�� ����� �� ������ ���� �� µ ������ ���� S� ��� ��������� ϕ(µ) ������ ���� ���

���������� �� n ���� ������� ���� m� ���������

�

µ∈S
q|µ| =

�

λ�n
λ1=m

�

µ∈S
ϕ(µ)=λ

q|µ|.

�������� ��� ����� ��� �� ��� ����� ���� ����� �� ϕ(µ) = λ� ���� λ ������

� �������� �� ������� �������������� �� ��� ������ ����� �� ������ ���� �����

�������� ���
�

i λ
2
i ����� �� ��� ������� �� µ� ��� ����� �� µ ���� �� ��� ���

�� ��� ������ �� ��� �������� ���� �������� ����� �� ��� ������� ������� ��

������ ���� ���������� �� � �������� �� ����������� ��� ���� �� � ��������� ����

��� �� � ��������� �� ���� (λ1 − λ2) × λ2� ��� ������ �� � ��������� ���� ��� ��

� ��������� �� ���� (λ2 − λ3) × λ3 ���� ������� ����� ������������ �������� ���

�������� ����� ������ �� �� ����� ����

�

µ∈S
ϕ(µ)=λ

q|µ| = q
�

λ2
i

�
λ1

λ2

�

q

�
λ2

λ3

�

q

· · ·

��� ��� ����������� ��������

�� ��� ������ ��� ������� �� ����� ������ ��� ������ ������� �� �� ���

�������������

��������� ������� ���� ���� �� ��� W �� � ������ k������������ �������� ��

� ������ ����� V �� ��������� n ���� Fq� ��� ������ �� ������ ������ ���������

������� ���� ������ W ������
�k

i=1(q
n − qi).



��� ��������� ������ ��������������� ������� �� � �������� ��

������ ��� ������ �� ������ ������ ��������������� ���� ������ W �� ����� ��

�

λ�n
λ1=n−k

σ(λ) = γq(k)
�

λ�n
λ1=n−k

q
�

i≥2 λ
2
i

�

i≥1

�
λi

λi+1

�

q

�� ��������� ������ ������� m = n− k �� ����������� ����� ��� ��� �� ��� �����

���� ���� ����� �������

qk
�
n− 1

k

�

q

γq(k) = qk
(qn−1 − 1) · · · (qn−1 − qk−1)

(qk − 1) · · · (qk − qk−1)

k−1�

i=0

(qk − qi)

=
k�

i=1

(qn − qi).

��� ��������� ����� ��� ���� �� �������� ��� ���� ����� �� �������� �������

���������� �������� ���� � ����� �����

��� ��������� ������ ��������������� ������ �� �

��������

�� ���� ������� �� ������ ��� ������� �������� �� ��� ��������� ����� ���� �� ������

������ ��������������� �� ��������� ���� �� L(V )� ��� T ∈ L(V ) �� � ���� ���

��������� ������ �������������� ���� ������ W ��� ��� U ������ ��� �������

��������� �������� �� T � ����� � ��� T̂ ���� ��� �������� ����� W/U ���� V/U

��

T̂ (v + U) = Tv + U.

���� T̂ �� ���� ������� �� v1+U = v2+U ��� ���� v1, v2 ∈ W ���� v1−v2 ∈ U

��� ������������ T (v1−v2) ∈ U ����� U �� T ����������� �� ������� ���� Tv1+U =

Tv2 + U ��� ���� T̂ �� ���� ������� ��� ��������� �� T̂ �� �� ���� ����������� ��

��� ���� ���� T �� �������



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

����� ������ ���W = {v ∈ W : Tv ∈ W} ��� Ŵ = {α ∈ W/U : T̂ (α) ∈ W/U}�
���� Ŵ = W/U.

������ ���� ���� U ⊆ W � �� ����

v + U ∈ Ŵ ⇐⇒ v + U ∈ W/U ��� Tv + U ∈ W/U

⇐⇒ v ∈ W ��� Tv ∈ W

⇐⇒ v ∈ W .

����� ������ ��� W �� � ������ �������� �� �� n������������ ������ ����� V

���� Fq ��� ��� T ∈ L(W,V )� ��� U ������ ��� ������� T ���������� ��������

��� ������� ��� U = d� ������� T ∈ C(λ, I) ��� ���� ������� ��������� λ � n−d�

���� ��� ������ �������������� T̂ : W/U → V/U ������ �� T̂ (v + U) = Tv + U

�� ������ ��� T̂ ∈ C(λ, ∅)�

������ �� ���� ���� T̂ �� ������� �� ������ �� ���� ���� ��� ������� ���������

�������� �� T̂ �� ��� ���� ��������� ��� {Wi}�i=0 �� ��� ����� �� ��������� ���

�������� ���� T ���� W� = U � ���������� ����� �� � ����� �� ��������� {Ŵi}��i=0

���������� ���� T̂ � �� ������� �� ����� ����� ���� Ŵ2 = W2/U � �� ��������

��� ����� ����� �� ��� ����������� �� T̂ �� W2/U, �� ������ Ŵ3 = W3/U � ��

�������� ����������� �� ��� ����� �� �� ����� ���� Ŵi = Wi/U ��� 0 ≤ i ≤ �� ����

������� ���� �� = � ��� ���� ��� ������� ��������� �������� Ŵ� �� T̂ �� ��� ����

��������� ���� T̂ �� ������� �����

dimWj−1/U − dimWj/U = dimWj−1 − dimWj = λj

��� 1 ≤ j ≤ �� ��� �������� �� ������ ���������� �� T̂ �� λ�

��������� ������ ��� T ∈ L(V )� ��� ��� T̂ ������ ����� �� ������ ��� ������

���� �� T �



��� ��������� ������ ��������������� ������� �� � �������� ��

��������� ������ ��� T ∈ L(V )� ��� �������� ���� �� T ������� ��� ������

�������� �������� �� ����������� T �� ��� ������� ��������� ���������

����� � �������� W �� V ��� ��� T ∈ L(W,V )� ��������� ���� �� � ����

(T , T̂ ) ����� T ������� ��� �������� ���� �� T ��� T̂ ������� ��� ������ ���� ��

T � ��� ��������� ����������� ������� ���� ��� ������ �� ������ ���������������

������ ���������� ������ ��� �������� ����� �� � ����� �� q�

����������� ������ ��� U ⊆ W �� ��������� �� �� n������������ ������ �����

V ���� Fq ��� ������� ���� ��� ���������� �� U ��� W ��� d ��� k �������������

��� To �� � ������ �������� �� U ���� ������� ��� �� ��������� ������� I ���

��� Ts ∈ L(W/U, V/U) �� � ������ ������ �������������� ���� ������ ����������

λ � n−d� ��� ������ �� ������ ��������������� T ∈ L(W,V ) ���� �������� ����

To ��� ������ ���� Ts �� ����� �� qd(k−d)�

������ ��� B = {α1, . . . ,αd} �� �� ������� ����� ��� U � ������ B �� � �����

B� = {α1, . . . ,αk} ��� W � ��� To ��� Ts �� �� �� ��� ��������� �� ��� ��������

�� � ������ �������������� T ∈ L(W,V ) ��� �������� ���� To� ���� T �� ��������

������ �� ���� ������� �� B� �� ������� �� ����� T �� ���� αi ��� d+1 ≤ i ≤ k�

������� ���� Ts(αi + U) = βi + U ��� ���� βi ∈ V ��� d + 1 ≤ i ≤ k� ����

Tαi + U = βi + U ��� d + 1 ≤ i ≤ k� �� ��������� ������ �� ����� ���� T

����������

Tαi = βi + γi ��� ���� γi ∈ U (d+ 1 ≤ i ≤ k).

��� ������ �� ���� ���� �� ������� qd(k−d)�

��� �������� σ(λ) ������ �� ��������� ����� ������ ��� ������ �� ������

���� ���� ������ ���������� λ ���� λ �� � ��������� �� � �������� �������� ��

��� ������ ���� �� ��� ������ �������� �� V �� �������� �� �� ������� �� ������ ���

������ �� ��������� �� σ(λ) �� ��� ����� ��������� �� ��������� σ(∅) = 1�

������� ������ ��� U ⊆ W �� ��������� �� �� n������������ ������ ����� V

���� Fq ��� ������� dimU = d ��� dimW = k� ��� λ � n− d ���� λ1 = n− k



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����

��� I �� �� ������� ��� �� ��������� ������� �� ������ d� ��� ������ �� ���� ��
CW,V (λ, I) ���� ������� ��������� �������� U ������

qd(k−d) |C(I)| σ(λ). �����

������ ����� ��� ��������� |C(I)| ������������� ��� ��� �������� ���� �� T � �������
W � = W/U ��� V � = V/U � ��� ������ ���� �� T ��� �� ������ �� |CW �,V �(λ, ∅)| =
σ(λ) ����� ��� ������ ��� ������� ���� ����������� ������

��������� ������ ���W �� � k������������ �������� �� �� n������������ ������

����� V ���� Fq� ��� I �� �� ������� ��� �� ��������� ������� ���� deg I = d ≤
dimW ��� ��� λ � n− d ���� λ1 = n− k� ����

|CW,V (λ, I)| = qd(k−d)

�
k

d

�

q

|C(I)| σ(λ). �����

������ ��� ��������� ������� ���� ������� ����� �� ����� ���
�
k
d

�
q
������������� ���

��� ������� ��������� ���������

�� ��� ���� W = V � ��� ����� ���������� ��� |CW,V (λ, I)| ������� �� |C(I)|�
��� ������ �� ������ �������� ����� ��������� ������� ��� ����� �� I� ��� ����
��������� ���������� ��� ���� �� ��� ���������� ������� �� L(V )�

��������� ������ ��� V �� � ������ ����� ���� Fq �� ��������� n� �� deg I = d

��� λ � n− d� ����

|C(λ, I)| = qd(k−d)

�
n

k

�

q

�
k

d

�

q

|C(I)| σ(λ),

����� k = n− λ1�

������ ��� ��� �� C(λ, I) ��� ������ �� ��������� k� ��� ������ ������� ����

��������� ����� �� ������� |CW,V (λ, I)| ���� ��� k������������ ��������� �� V �



��� ��������� ������ ��������������� ������� �� � �������� ��

��������� ������ ���� ���� ���� ��� W �� � ���� k������������ �������� ��

�� n������������ ������ ����� V ���� Fq� ��� ������ �� ������ ���������������

T ∈ L(W,V ) ��� ����� ��� �������� ���� �� T ��� ��������� ������� I ����

deg I = d ������ �
k

d

�

q

|C(I)|
k�

i=d+1

(qn − qi).

������ �� ��������� ����� ��� ������� ������ �� ������ ��������������� ������

�

λ�n−d
λ1=n−k

|CW,V (λ, I)| = qd(k−d)

�
k

d

�

q

|C(I)|
�

λ�n−d
λ1=n−k

σ(λ)

= qd(k−d)

�
k

d

�

q

|C(I)|
k−d�

j=1

(qn−d − qj)

=

�
k

d

�

q

|C(I)|
k�

i=d+1

(qn − qi).

��� ������ �������� ����� �� � ����������� �� ��������� �������



��
����������� ������� ������ ��������������� �� � ����������

�����



������� �

������ �������

���� ������� �������� ����� ����������� ��� ��� ������ ����� �� ���� ����� ��

������� ���� �� ��� ����������� ���� �������� �� ���� �������� ����������

��� ��������� ��������� �� ������ �������� ���� ��

���� �����

��� d,m �� �������� ��������� �������� ��� ��� ���� �� ��� �������� � ����

������� ������� �� �������������� �������� �� ��� ������ �� α���������� ��������

�� ����������� ���������� �� �� m������������ �������� �� Fqmd �� �� �����

�������� �� Fqmd ������� �� ����������� ��� ��������� �� ������ �� α� ����

���������� ����� ��� Fq������� ������������ T : Fqmd → Fqmd � �� ��� ���� ��

m������������ �������� W �� Fqmd �� T ���������� ��

Fqmd = W ⊕ TW ⊕ · · ·⊕ T d−1W,

����� Ti ������� ��� i����� ��������� �� T ���� ������ (0 ≤ i < d)� ��� ��� �������

α ∈ Fqmd � �� T : Fqmd → Fqmd �� ��� Fq������� ������������ ������� v → αv�

���� ������� �� m������������ �������� W �� Fqmd �� T ���������� �� ��� ���� ��

��



�� ������ �������

�� �� α����������� ��� ��������� �������� �� ��� �������������� �� ��������������

���������

�������� ������ ��������� ��� ������ �� m������������ T ���������� ���������

�� Fqmd ��� ����� Fq������� ������������ T �� Fqmd �

��� �������� �� ���� ������� �� ����������� ��� �� ��������� T � �������� �����

��� ���� ���� ������ ���������� �������� �� ������� ������� ������������ �� T �

����� ���� ��� ���� ����� T ��� �� ����������� �������������� ���������� ����

��������� �������� ������� �� ������� ����� ��� �������� �� ���� ����� ��� ���

����� ����� T �� ������ ��������� ���� �� ������� ����� ���������� ���� ���� ���

��������� ������� �� T ������� ������� ������ ����������� ���� �� ���� d = 2 �����

��� ������� ���� ����� ������� ���� ��� ����� �� �� ����������� ����� �� ������

��� ���������� ���������� �� ����������

��� V �� �� n������������ ������ ����� ���� Fq ��� ���W, W � �� ���� ���������

�� V �� ��������� k ��� k + 1 ������������ ���� W ⊂ W �� ��� � ����� ������

������ �������������� T ∈ L(W,V )� �� ���������� ��� ������ �� ������ ������

��������������� T � ∈ L(W �, V ) ���� ���� T �
|W = T ���� ���� ������ �� ������� ��

�� ������� �� �� ������ ���� ��� ���������� ���������� ��� �� ��������� ���������

������ T ∈ L(W,V ) ��� ������������� �� ��� ���� (λT , IT ) ����� λ � n �������

��� ������ ���������� �� T ��� I ⊆ Fq[x] �� �� ������� ��� �� ��������� ������� ��

��� ����������� �� T �� ��� ������� T ���������� �������� U ����������

|λ|+ deg I = dimV.

�� ������� ���������� ��� ���� �� ��� ���������� ����� C(T ) �� T � ������������
�� ������ ���� �� T �� ������� ���� ��� ���������� ����� C(T ) �� T �� �������������
�� ��� ���� (λT , ∅) ��� �� ���������� ���������� �� ������ ���������� λT �� T �



��� ���������� ���������� �� ���������� ��

����� � ������ ������ �������������� T ∈ L(W,V ) ���� ������ ���������� λT �

�� ����� �� �� ����������� ������� �� ��������� ��� ���������� ���������� ��� ��

��������� ������ ������ �������������� T � ∈ L(W �, V ) ���� ���� T �
|W = T � ��

������� ��� ��������� ���������� �� ��� ������ ���������� �� T ��

���������� ������ ��� V �� �� n������������ ������ ����� ���� Fq ��� ���W,W �

�� ���� ��������� �� V �� ��������� k ��� k+1 ������������ ����W ⊂ W �� ����

���� T ∈ L(W,V )� T � ∈ L(W �, V ) ��� ������ ������ ��������������� ���� T �
|W = T

��� ������ ���������� λT = (λ1,λ2,λ3, . . . ,λ�) � n� λT � = (λ�
1,λ

�
2,λ

�
3, . . . ,λ

�
��) � n

������������� ���� �� ��� ������ λT � �������� ���� ��� ����� ������� �� λT ��

��� ��������� �������

���� ��� ���� �������� ������� r� �� ������ � ������ ���� �� ���� �� ��� ���� r

�����

����� �� ������������ ��� r ������ ������ ����� ��� ����� ������ ����� �� ��� ���� ���

����� �� ��� ����� ������� �� ���� � ��� ���� ���� �� ��� ��� ����� ���

�� ��� ���� ��� �� ������ �� � ���������� ������� �����

����������� ��� T ∈ L(W,V ) �� � ������ ������ �������������� ���� ������

���������� λT = (λ1,λ2,λ3, . . . ,λ�) � n� ������� µ = (µ1, µ2, µ3, . . . , µ��) �� ���

��������� �� n �������� ���� ��� ����� ������� �� λT �� �������� ����� ���� ���

������ ���� ����� ������ � ������ �������������� T �� ������ �� ���� �������� W ��

�� V �� ��������� k + 1 ���������� W ���� T ��
|W = T ��� ������ ���������� µ�

��� �� �������� �� ������� ��� ���� �� ��������������

������� ������ ��� W,W � �� ��� ��������� �� ��������� 5 ��� ��������� 6

�� � ������ ����� V �� ��������� 9 ���� W ⊂ W �� ������� T ∈ L(W,V ) �� �

���� ������ ������ �������������� ���� ������ ���������� λT = (4, 3, 1, 1)� ���

T � ∈ L(W �, V ) �� ��� ������ ��� ���� T �
|W = T ��� ������ ���������� λT � � ��

���� ����� ��� ����� ���� ��� ����� ���������� �� ������ ��� �������� ����������



�� ������ �������

������ ���� ��� ����� �������� �� (4, 3, 1, 1)� (3, 3, 2, 1) ��� (3, 3, 1, 1, 1)�

������ ���� ��� ����� �������� �� (4, 3, 1, 1)� (3, 2, 2, 2)� (3, 2, 2, 1, 1) ���

(3, 2, 1, 1, 1, 1)�

��� λT � � �������� ��� ����� ������� �� ��� ��������� λT ���� ������ ����� ���

r = 1� �� ������ ��� ������ ���� ���� ��� ���� ��� �� ��� ����� ������� ��

λT ��� ��� � ������ ���� �� ���� ��� ��� ���� ��� ����� �� ��� ���� ��� ����� ��

������ � ��������� �� 9� ���� ��� �� ���� �� ��� ���� ��� �� ������ ��� ����������

(3, 3, 2, 1) ��� (3, 3, 1, 1, 1) �� ����� �� ������ ���� ��� ��� r = 2� �� ������ � ����

���� ���� �� ��� ���� ��� ���� ���� ��� ������ ����� �� ������ ���� ��� ��� ����

��� ������ ����� ���� ���� �� ��� ���� �� �� ��� ���� ��� �� ������ �� � ����������

������� ����� ���� �� �������� �� ����� ����� ��� �� ������ ���������� (3, 2, 2, 2)�

(3, 2, 2, 1, 1) ��� (3, 2, 1, 1, 1, 1) �� ����� �� ������ ���� �������� �������� r > 2

����� �� ��� �������� �� ���� ����� �� ��� �������� ���������� ��� λT � ��� (3, 3, 2, 1)�

(3, 3, 1, 1, 1)� (3, 2, 2, 2)� (3, 2, 2, 1, 1) ��� (3, 2, 1, 1, 1, 1)�

��� ���������� ��� ���� ������� ����� �������� �������� ��� ������� ������

�� n ��� k� ��� �� ����� ����� ���� �� ��� ������� ����� �������� ��� ����� ���������

W,W � �� V �� ���������� k ��� k + 1 ������������ ���� W ⊂ W � ��� � ������

��� T ∈ L(W,V ) ���� ������ ���������� λT � �� ����� �� ����������� �� ����� ���



��� ���������� ���������� �� ���������� ��

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

(2, 2, 1, 1, 1)(2, 1, 1, 1, 1, 1) (2, 2, 2, 1)

(3, 2, 2) (3, 3, 1)(3, 2, 1, 1)(3, 1, 1, 1, 1)

(4, 1, 1, 1) (4, 2, 1) (4, 3)

(5, 1, 1) (5, 2)

(6, 1)

(7)

������ ���� ��� ����� ������� �� Πn ��� n = 7�

������ �� ������ ��������� ���� T � ∈ L(W �, V ) ������������� �� ����� ��������

��������� λT � �������� ���� λT �� ��������� ��� ����� �� ���������� ������

��� ������ �� ��������� ������� ���� ��� ������� ����� �� ��������� ��������

���� �� ����������� �������������� �� ��� ���� ��� ��� Πn �� ��� ��� �������

���������� �� n ���� � ������ �� �� ����� �� ���� ������ ���� � ��������� �������

��� ��� ������ P �� � ��� �������� ���� � ������ �������� ≤ ���� �� �������� �t ≤ t

��� ��� t ∈ P �� ������������� ��� r ≤ s ��� s ≤ r� ���� r = s ��� ��� r, s ∈ P �

��� ���������� ��� r ≤ s ��� s ≤ t� ���� r ≤ t ��� ��� r, s, t ∈ P �� �� �����

λ ≤ µ �� Πn �� ����� ������ ������ ������ ��������������� T, T
� ������ �� ����

���������W, W � ����W ⊂ W � �� �� n������������ ������ ����� V ������ ������

���������� �� λ, µ ������������ ��� T �|W = T � �� �� ���� �� ������ ���� ��� ��� Πn

���� ��� �������� �≤� ����� � ������ ��� �������� ���� n = 7� ��� ����� �������

��� ��� ����� �� ����� �� ��� ������ ���� �� ����� �� ������� ����������� �������
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